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ВВЕДЕНИЕ 

1. 
Если две точки прямой принадлежат плоскости, то и вся прямая 

принадлежит плоскости. Поэтому: 
а) РЕ ⊂ пл. ADB;  
MK ⊂ пл. BCD, DB = ADB ∩ CBD, DB ∈ ADB, DB ∈ CBD; 
АВ = ABC ∩ DAB, AB ∈ ABC и AB ∈ DAB; 
EC ⊂ ABC, т.к. С ∈ АВС, и Е ∈ АВС. 
б) DK ⊄ ABC, С ∈ DK, C ∈ ABC, значит, DK ∩ ABC = C 
(см. рис. 5, б) на стр. 6 учебника); 
Е ∈ СЕ, Е ∈ ABD, CE ⊄ ABC, значит, СЕ ∩ ADB = E; 
СЕ ∩ ADB = E; 
в) A, D, B, P, M, E ∈ пл. ADB; D, B, C, M, K ∈ DBC. 
Точки, лежащие в ADB и DBC одновременно: D, B, M. 
г) АВС ∩ DCB = BC;  ABD ∩ CDA = AD; PDC ∩ ABC – CE. 

2. 
а) Точки, лежащие в DCC1: D, D1, C1, C, K, M, R; 
точки, лежащие в плоскости BQC: B, B1, C1, C, P, Q, M. 
точки, принадлежащие этим плоскостям: С1, С, М. 
б) АА1 ⊂ АА1D1 и AA1 ⊂ AA1B1. 
в) MK ∩ ABD = R; DK ∩ A1B1C1 = D1; BP ∩ A1B1C1 = Q. 
г) АВ – прямая пересечения АА1В и ACD; 
ВС – прямая пересечения РВ1С1 и АВС. 
д) MK и DC пересекаются в точке R; B1C1 и ВР пересекаются в 

точке Q; C1M и DC пересекаются в точке С. 

3. 
а) Да (аксиома А1). 
б) Неверно. Например, 

 
А, В, С ∈ β, D ∈ β. 
в) Неверно. Например, 

 
А, В, С, D ∈ α. 
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г) Через любые 3 точки проходит плоскость. Но утверждение о 
единственности неверно. Не всегда. 

4. 
а) Рассмотрим два случая 

 
Никакие три точки не лежат на 

одной прямой. Сама пл. α суще-
ствует по аксиоме А1. Условие за-
дачи выполнено 

По теореме п. 3 D и пря-
мая лежат в одной плоскости, 
что противоречит условию 
задачи. 

Ответ: нет. 
б) Если АВ ∩ CD, то через них можно провести плоскость, тогда 

все точки будут в одной плоскости, а это противоречит условию за-
дачи (по следствию из аксиом). 

Ответ: нет. 
Ответ: а) нет; б) нет. 

5. 
Выберем произвольно т. D ∉ AB. 

 
По теореме п. 3 через D и прямую можно провести единствен-

ную плоскость, таких плоскостей можно провести бесконечно мно-
го, в силу того, что точка D выбрана произвольно. 

Ответ: бесконечное множество. 

6. 
Через три точки можно провести единственную плоскость. В силу 

того, что две точки каждого отрезка принадлежат этой плоскости (кон-
цы отрезков), то и все отрезки лежат в этой плоскости (аксиома А2). 
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7. 
Пусть l1 ∩ l2 = M; n – произвольная пря-

мая, М ∉ n и n пересекает l1и l2 в точках А и 
K, значит, через т. А и прямую l2 можно про-
вести единственную плоскость (по теореме 
п. 3). Поэтому отрезки АМ, AK и KM лежат в 
одной плоскости (по аксиоме А2 п. 2),   
и прямые, которым принадлежат эти отрезки, лежат в одной плос-
кости. 

Все прямые, проходящие через т. М, не лежат в одной плоскости. 
Если в теореме п. 3 речь идет только о двух пересекающихся 

прямых, через которые проходит единственная плоскость. Если 
прямых несколько, то утверждение неверно. 

Например: 

 
l3 пересекает пл. α, но М ∈ l3 
Ответ: нет. 

8. 
а) Неверно. Пример: 

 
А ∈ α, В ∈ α. Но окружность пересекает α и не лежит в ней. 
б) Верно, так как три точки однозначно задают окружность, по-

этому все ее точки будут лежать в заданной плоскости. 
Ответ: а) нет; б) да. 

9. 
А, В, О ∈ α. 

Так как А, О ∈ α, по А2, то С ∈ α 
(поскольку С ∈ АО, АО ⊂ α). Так как 
В, О ∈ α, по А2, то D ∈ α (D ∈ ВО, 
ВО ⊂ α). Значит, С и D лежат в α. 

 

Ответ: да. 
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10. 
Если MN пересекает стороны ∆АВС, 

а ∆АВС ∈ α, то М ∈ α и N ∈ α. Из ак-
сиомы А2 прямая MN лежит в пл. α. 

Прямая l пересекает α в точке В, но 
не обязательно лежит в ней. 

Ответ: а) да; б) нет. 
 

11. 
Пусть есть прямая а, точка М 

и М ∉ а. 
Из теоремы п. 3, через а и М 

проходит единственная плос-
кость α. Прямые, пересекающие 
а, пересекают ее в точке, лежа-
щей в α. Точка М – общая для 
всех прямых l1, l2, l3 и М ∈ α.   
Тогда по аксиоме А2 каждая прямая l1, l2, l3 лежит в плоскость α, так 
как две точки каждой прямой лежат в α. 

12. 
Поскольку плоскости АВС и ABD 

имеют общую точку А, то они пере-
секаются по прямой, проходящей 
через т. А (аксиома А3). 

Ответ: да. 
 

13. 
а) Неверно, по аксиоме А3 они пересекаются по прямой. 
б) Неверно, по той же причине. 
в) Верно, по аксиоме А3. 
Ответ: а) нет; б) нет; в) да. 

14. 
Рассмотрим два случая: 
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а) Из теоремы п. 3 имеем, что через каждый две пересекающиеся 
прямые можно провести единственную плоскость; поэтому через 
данные три прямые проведено 3 плоскости. 

б) Если все три прямые лежат в одной плоскости, то плоскости, 
упомянутые в п. а, совпадают. 

Ответ: или три или одну плоскость. 

15. 
Каждая из трех точек принад-

лежит одновременно прямым. 
Через три точки по аксиоме А1 

можно провести единственную 
плоскость α. Поэтому отрезки АВ, 
ВС и АС лежат в плоскость α   
(по аксиоме А2), значит, прямые, которым принадлежат эти отрез-
ки, тоже лежат в α. 
Рассмотрим второй случай: 

 
l1, l2 ⊂ α, a l3 ⊄ α, но и пересекается с l2 и l1 в точке М. 
То есть прямые имеют общую точку, но не лежат в одной плос-

кости. 

ГЛАВА I 
ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМЫХ И ПЛОСКОСТЕЙ 

16. 

 
Так как М ∈ α, N ∈ α; М ∈ с, N ∈ с, поэтому MN ⊂ α, ⇒ с ⊂ α. 

17. 
Поскольку  
∆ADB: PM средняя линия, то PM || AD; 
∆ADC: QN средняя линия, то QN || AD. 
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Из условий  

⎭
⎬
⎫

ADQN
ADPM

||
||  по теореме п. 5 получим: PM || QN.  

Отсюда следует, что P, Q, M и N лежат в 1 плоскости. 
Получим, что MN и PQ – средние линии в ∆BDC и ∆ABC, значит, 

MN || BC и PQ || BC. Имеем из теоремы п. 5 MN || PQ. 
Значит, 4-угольник MNPO – параллелограмм по определению 

(т.к. является плоским четырехугольником). 

261312
2
12

2
1222 =+=⋅+⋅=⋅+⋅= BCADPQPMPMNPQ . 

Ответ: 26 см. 

18. 
Так как BB1 || CC1, то эти отрезки 

лежат в одной плоскости β (из опре-
деления). Тогда С ∈ β и В ∈ β, поэто-
му ВС ⊂ β. Значит, прямые ВВ1, СС1, 
АВ ⊂ β. 

 
Рассмотрим треугольник АВ1В в плоскости β. 
∆САС1 ~ ∆ВАВ1 (по 2-м углам) 
Из подобия имеем: 

;
2
1

7
; 1

1

1 ==
CC

AB
AC

BB
CC  СС1 = 3,5 

 
б) Аналогично  

2
3,

20
1 ==

CB
AC

AB
ACCC ,  ACACCBACAB

3
2

+=+= , 

5
3

3
2120

1 =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
AC

ACCC , 12
5
3201 =⋅=CC . 

Ответ: а) 3,5 см; б) 12 см. 

19. 

 
По лемме п. 5 CD пересечет α, т.к. CD || AB, а АВ пересекает α. 
По лемме п. 5 AD пересечет α, т.к. AD || BC, а ВС пересекает α. 
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20. 
По свойству средней линии 

BC || MN, MN ⊂ α, а по теореме I 
BC ||α, следовательно, не пересекает. 

AD || MN, MN ⊂ α, по теореме I 
AD||α, следовательно, не пересекает. 

 
21. 

Допустим, прямая l || DC. 
DC пересекает пл. ADB, l || DC, 

значит, (по лемме п. 5.1) l пересечет 
пл. ADB; 

DC пересекает пл. АВС, l || DC, 
значит, (по лемме п. 5.1) l пересечет 
пл. АВС.  

Утверждение доказано. 

22. 
В ∆АВС: MN – средняя линия. 
MN || AB. Значит, по теореме I 

MN || α. 

 
23. 

 
По теореме I СВ || ABM, т.к. CD || AB, а АВ ⊂ пл. АВМ. 
Утверждение доказано. 

24. 

 
Из теоремы I AD || пл. ВМС, т.к. AD || BC, а ВС ⊂ пл. ВМС. 
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25. 

 
Из теоремы I l || α, т.к. l || MN, а MN ⊂ α. 
Из теоремы I l || β, т.к. l || MN, a MN ⊂ β. 

26. 

 
АС ⊂ АВС (АС || α), и АВС пересекает плоскость α, линия пере-

сечения MN параллельна прямой (АС) (по теореме II). 
Значит, MN || AC. 

 
AC || MN. 
∠1=∠2, как соответственные углы, ∠АВС – общий, отсюда 

∆АВС~∆МВN (по двум равным углам). 

27. 

 
,

3
4

=
BC
AB  CD || α, CD = 12. Найдем ВЕ. 
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Т.к. В – общая точка, то плоскости АВЕ и α пересекаются. 
Из теоремы II CD || BE. 

 
∠1 = ∠2, ∠3 = ∠4 как соответственные, значит, АВЕ ~ ∆ACD по 

двум углам. Из подобия имеем: 

,12
4
31,12,

BEBEAB
BCAB

CD
BE

AC
AB

=−=
−

=  ВЕ = 48. 

28. 

DE = 5, 
3
2

=
DA
BD ; 

 

⎭
⎬
⎫

⊂ ABCDE
DE

.пл
α||  по утверждению из учебника DE || BC. 

 
∆ВАС ~ ∆DAE (по двум углам). Из подобия имеем: 

;1
AD
DB

AD
AB

DE
BC

+==  

3
18,

3
5

3
21

5
==+= BCBC . 

29. 
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По теореме I AD || BMC (т.к. ВС ⊂ ВМС, AD || BC); 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=∩
⊂

KBMCADK
ADKAD

BMCAD
пл.
пл.||

 
по утверждению из учебника пе-

ресечение плоскостей ВМС и ADK – 
прямая KH – параллельна AD. 

Рассмотрим плоскость ВМС: 

 
Н – середина МС (по теореме о пропорциональных отрезках) 
KH – средняя линия ∆ВМС; 

6
2
1

== BCKH . 

30. 
Плоскость ABCD пересекает α по 

прямой, проходящей через т. С. 
По доказанному в учебнике ут-

верждению линия пересечения про-
ходит через т. С и параллельна ВА, а, 
значит, совпадает с основанием тра-
пеции CD. 

Значит, CD ⊂ α. 

 

MN || CD, поэтому MN || α (по теореме I). 
Утверждение доказано. 

31. 

 
BC || α. 
По утверждению, доказанному в учебнике, MN || BC. 
ВМ = МА, значит, MN – средняя линия ∆АВС (по теореме о про-

порциональных отрезках), и плоскость α проходит через середину 
стороны АС. 

32. 
Решение приведено в учебнике. 
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33. 

 
Пусть а не параллельна b, тогда a пересекается с b в некоторой 

точке K. 
K ∈ γ, K ∈ α. 
Тогда плоскость γ пересекается с плоскостью α не только по 

прямой с, но еще по второй прямой, проходящей через т. К. 
То есть точка K ∈ c. Получили, что либо плоскости имеют об-

щую точку K (т.к. K ∈ a, K ∈ b, K ∈ c), либо наше допущение невер-
но, то есть a || b. Если a || b, то a || α ⇒ а не пересекается с с, но ле-
жит с ней в одной плоскости γ. Тогда по определению a || c || b. 

В случае, когда плоскости 
имеют общую точку, они по-
парно пересекаются, образуя 
фигуру, называемую трехгран-
ным углом. 
 

 
34. 

а) ND ∩ AB = т. В; 
б) PK ∩ BC, поскольку PK не параллельна ВС; 
в) MN || AB, поскольку MN – средняя линия; 

 

StudyPort.ru



 13

г) MP || AC, поскольку МР – средняя линия; 
д) KN и АС – скрещиваются, так как не параллельны и не 
пересекаются; 
е) MD и ВС – скрещиваются, так как не лежат в одной плоскости. 

35. 
Так как прямые не имеют 

общих точек с а, то они либо 
параллельны ей, либо скрещи-
ваются с ней. Но обе они па-
раллельны а быть не могут, так 
как имеют общую точку. Зна-
чит, по крайней мере одна из 
них скрещивается с а.  

36. 

 
Т.к. a || b, то существует пл. α, что а ⊂ α, b ⊂ α. 
Пусть с пересекает а в т. М. а || b, значит, М ∉ b. 
По признаку скрещивающихся прямых, c и b скрещиваются. 

37. 
а)  

 
Так как АС и m не имеют общих точек и лежат в одной плоско-

сти, то АС || m; так как АС пересекается с ВС, то и m пересекается с 
ВС. 

б) 

 
ВС и m скрещиваются, потому что т. М ∈ АВ, М ∉ ВС (по теоре-

ме п. 7). 
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38. 

 
a) а || BD; 
BD и CD – пересекаются; 
а ⊂ α, BD ⊂ α. 
Следовательно, а не параллельна BD, а, значит, пересекает ее. 
б) а ∈ α; 
а и b не лежат в одной плоскости, b ∩ α = С, С ∉ а. 
Следовательно, а и b скрещиваются (по признаку). 

39. 
Точки А, В, С и D не лежат в одной плоскости (т.к. АВ и CD 

скрещиваются). Следовательно, AD и ВС тоже не лежат в одной 
плоскости, то есть не параллельны и не пересекаются ⇒ скрещива-
ются.  

40. 
а) Скрещивающиеся прямые не лежат в одной плоскости. 

Следовательно, b ⊄ α. 

 
б) α и β имеют две общие точки: М и N, значит, прямая MN – 

общая для плоскостей α и β, значит, это линия их пересечения (по 
аксиоме А2). 

Ответ: а) b ⊄ α; б) MN – прямая, по которой плоскости α и β пе-
ресекаются. 
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41.  
Пусть а и b скрещиваются. 
Предположим, a || c и b || c, 

тогда а || b, но а и b – скрещива-
ются. 

Предположение неверно. Зна-
чит, это невозможно. 
  

42. 

 
KE || AB, AB || CD ⇒ KE || CD (теорема п. 5). 
У четырехугольника, в который можно вписать окружность, 

суммы длин противоположных сторон равны. 
PABEK = 2 · (KE + AB) = 2 · (22,5 + 27,5) = 2 · 50 = 100. 

43. 
Соединим все вершины 

пространственного четырех-
угольника. 

НЕ – средняя линия ∆BAD, 
HE || BD; GF – средняя линия 
∆BCD, GF || BD. 

Значит, НЕ || GF. 
 

GH – средняя линия ∆АВС, GH || AC; 
EF – средняя линия ∆ADC, EF || AC. Отсюда EF || GH. 
4-угольник, у которого противоположные стороны попарно па-

раллельны, называется параллелограммом, следовательно, EFGH – 
параллелограмм (из параллельности сторон также следует, что че-
тырехугольник плоский). 

44. 
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Проведет СА’ || OA. 
По теореме об углах с сонаправленными сторонами (п. 8) имеем: 

∠АОВ = ∠A’CD – искомый. 
а) ∠АОВ = 40о. 
б) Согласно п. 9, искомый угол равен 180о – 135о = 45о. 
в) ∠АОВ = 90о. 

45. 
а || BC, значит, a || пл. АВС. 
CD не параллельна ВС, то есть CD скрещивается с а. 
а) ∠В = 50о. 
Угол между а и CD равен углу между ВС и CD, значит, острому 

∠В. 

 
∠В = 50о 
б) Если ∠С = 121о, значит, согласно п. 9 углом между а и CD бу-

дет являться острый угол ADC. 
∠ADC = 180о – 121о = 59о. 

46. 

 
1. 

⎭
⎬
⎫

α⊂ .пл
||

BD
BDm  из теоремы I m || пл. α 

2. АС пересекает BD, то есть m и АС скрещиваются. 
3. AD пересекает BD, то есть m и AD скрещиваются. 
4. Угол между m и АС – равен углу между BD, парал-

лельной m и АС. 
Угол между m и АС равен 90о в силу перпендикулярности 

диагоналей ромба. 
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5. Угол между m и AD – равен углу между BD, парал-
лельной m и AD. 

 
BD – биссектриса (т.к. ABCD – ромб). 

oo 64128
2
1

2
1

=⋅=∠=∠ ADCBDA . 

47. 

 
Соединим точки D и B, А и С. 
Проведем в пл. α (или пл. АВС) KL || AB, в пл. BDC KN || DC. 
Соединив точки N и М, точки L и М, рассмотрим MNKL. 
В ∆АВС LK || AB, BK = KC, поэтому LK – средняя линия в ∆АВС; 

ABLK
2
1

= . 

В ∆BDC KN || DC, K – середина ВС, поэтому KN – средняя линия 
в ∆BDC. 

В ∆ADB т. М – середина AD, т. N – середина BD, поэтому MN – 
средняя линия в ∆ADB; 

MN || AB, ABMN
2
1

= . 

В ∆ADC AM = MD, AL = LC, поэтому ML – средняя линия в 
∆ADC; 

,
2
1 DCML =  ML || DC. 

Значит, DCMNLK
2
1

== . 
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Из условия, АВ = DC, значит, LK = MN = KN = ML; ML || NK и 
MN || LK. 4-угольник MNKL – ромб, MK – диагональ, а в ромбе и 
биссектриса. Но углы NKM и LKM – искомые. 

 
48. 

Нет. Если бы такая плоскость 
существовала, то они имела бы с пл. 
α общую точку В, то есть не была 
бы ей параллельна. 
 

 
50. 

 
Прямая и плоскость параллельны, если они не имеют общих то-

чек. 
α || β по условию, то есть у α и β нет общих точек. 
m ⊂ α, поэтому и у m с пл. β нет общих точек. То есть m || β. Ут-

верждение доказано. 

51. 

 
Пусть α и β пересекаются, и m – линия их пересечения. 
a || m и b || m, т.е. лежат в одной пл. α и не пересекаются. 
Значит, в пл. α через т. А проходят две прямые, параллельные m, 

что невозможно по аксиоме из планиметрии. 
Предположение неверно, α || β. 
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52. 
Пусть ВС || α и AB || α. 
Если две пересекающиеся 

прямые пл. АВС параллельны 
пл. α, то пл. АВС || пл. α. По-
этому АС || α.  

53. 
Возьмем пару отрезков А1А2 и В1В2. А1А2 и В1В2 по следствию из 

аксиомы А1 (п. 3, теорема) они лежат в одной плоскости. 
А1В1А2В2 – параллелограмм (диагонали 4-угольника пересекают-

ся и в точке пересечения делятся пополам). 
А1В1 || A2B2. 
Возьмем вторую пару отрезков А1С1 

и А2С2. 
Аналогично получим, что А1С1 || A2C2. 

По теореме п. 10 плоскости А1В1С1 и 
А2В2С2 параллельны. 

 

54. 

 
а) В ∆АВС: MN – средняя линия, MN || AC, ACMN

2
1

= . 

В ∆BCD: NP – средняя линия, NP || CD, CDNP
2
1

= . 

По теореме п. 10, плоскости MNP и ACD параллельны. 
∠NMP = ∠CAD – как углы с соответственно параллельными 

сторонами. 
б) ∆NMP ~ ∆CAD (из предыд. пункта) 

,sin
2
1 NMPNPMNS NMP ∠⋅⋅=∆  

,sin
2
1 CADADCAS CAD ∠⋅⋅=∆  
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,
4
12

1
2
1

sin
2
1

sin
2
1

=
⋅

⋅
=

⋅
⋅

=
∠⋅⋅

∠⋅⋅
=

∆

∆

ADCA

ADCA

ADCA
MPMN

CADADCA

NMPMPMN

S
S

CAD

NMP  

S ∆NMP = 12. 

55. 
Решение приведено в учебнике. 

56. 
Пусть а || β, A ∈ α, A ∈ a. Дока-

жем, что а ⊂ α. 
Мы знаем, что если некоторая 

прямая а пересекает плоскость α, то 
она пересекает также любую плос-
кость, параллельную α.  

Если а не параллельна пл. β, то она пересекала бы пл. β, а, зна-
чит, и плоскость α, а по условию а || β. 

Значит, а не может пересекать пл. α и, раз она имеет с пл. α об-
щую точку А, то а ⊂ α. 

57. 
А || α, a || β. 
Пусть а не параллельна пл. β, тогда 

она пересекает пл. β, а, значит, пересе-
кает пл. α, но по условию а || α. Значит, 
предположение неверно, а не пересека-
ет пл. β, то есть или a || β, или а ⊂ β. 

 
58. 
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Пусть α || β, но пересекается с γ. Докажем, что β пересекается с γ. 
Пусть γ пересекает α по прямой а. 
В пл. γ проведем прямую b, пересекающую а. 

⎭
⎬
⎫α

β||α
пересекаетb → b пересекает β, но b ⊂ γ, следовательно, γ 

пересекает β. 

59. 
Решение приведено в учебнике. 

60. 
Если α не параллельна β, то α 

пересекает β. Но если плоскость пе-
ресекает одну из параллельных 
плоскостей, то она пересекает и дру-
гую плоскость; поэтому, α пересека-
ет γ, а γ || β. Противоречие. 

Значит, предположение неверно, 
α || β.  

61. 
А проходит плоскость, параллельная прямым а и b, и только одна. 

 
а и b пересекаются по условию, следовательно, по следствию из 

аксиомы А1, эти прямые единственным образом определяют плос-
кость α. 

Известно, что через точку А ∉ α проходит единственная плос-
кость, параллельная α, то есть параллельная а и b. 

62. 
Инструмент надо регулировать в двух измерениях. 
Если установить уровни на параллельных прямых, то можно ре-

гулировать только наклон прибора, но установить диск со шкалой 
параллельно поверхности не получится: если прибор слегка накло-
нится вперед или назад, то вещество в уровнях никуда не сместится 
и, значит, нарушение параллельности плоскости диска уровни не 
покажут. 
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63. 
а) АА2 и АВ2, если А1А2 = 2А1А, А1А2 = 12 см, АВ1 = 5 см; 

б) А2В2 и АА2, если А1В1 = 18 см, АА1 = 24 см, 212 2
3 AAAA = . 

 
α || β. 
Плоскость ВАС пересекает пл. α и β. 
По свойству параллельных плоскостей, А1В1 || A2B2 (п. 11,1о). 
В плоскости ВАС ∆А1АВ1 ~ ∆А2АВ2. 

 
а) А1А2 = 2 · А1А = 12 см, АВ1 = 5 см. 

6
2
1; 211

2

1

2

1 =⋅== AAAA
AB
AB

AA
AA  (см); 

АА2 = АА1 + А1А2 = 6 + 12 = 18 (см); 

,5
18
6

2AB
=  АВ2 = 15 (см). Итак, АА2 = 18 см, АВ2 = 15 см. 

б) А1В1 = 18 см, АА1 = 24 см, 212 2
3 AAAA = . 

;1824,
2222

1

22

11

2

1

BAAAAB
AB

BA
BA

AA
AA

===  

АА2 = АА1 + А1А2 = 24 + А1А2, 

,24
3
1;

3
224 2

2
2 =

⋅
+= AAAAAA  

АА2 = 72 (см); ,18
3
1,18

72
24

2222 BABA
== А2В2 = 54 (см). 

Итак, А2В2 = 54 (см), АА2 = 72 (см). 
Ответ: а) АА2=18 см, АВ2 = 15 см; б) А2В2=54 (см), АА2=72 см. 
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64. 
Две пересекающиеся прямые 

единственным образом задают 
плоскость. 

Прямые А1А2 и В1В2 пересека-
ются и задают плоскость А1В1В2. 

По свойству параллельных 
плоскостей (п. 11, 1о), А1В1 || А2В2.  
Аналогично: А1С1 || А2С2; В1С1 || В2С2; 
∆ОА1С1 ~ ∆ОА2С2 

 
(∠1 = ∠2 – как вертикальные, ∠3 = ∠4 как накрест лежащие); 

2

1

2

1

22

11

OC
OC

OA
OA

CA
CA

== ; ∆ОА1В1 ~ ∆ОА2В2; 

 

2

1

2

1

22

11

OB
OB

OA
OA

BA
BA

== ; ∆ОВ1С1 ~ ∆ОВ2С2; 
2

1

2

1

22

11

OC
OC

OB
OB

CB
CB

==  

Учитывая полученные соотношения, получим 

22

11

22

11

22

11

CB
CB

BA
BA

CA
CA

== . 

Значит, ∆А1В1С1 ~ ∆А2В2С2 по третьему признаку подобия 
(пропорциональность сторон). 

65. 
По свойству 2о п. 11 А1А2 = 

= В1В2 = С1С2. 
Если в 4-угольнике противопо-

ложные стороны равны и парал-
лельны, то 4-угольник – паралле-
лограмм. 

А1В1В2А2, В1С1С2В2, А1С1С2А2 – 
параллелограммы. 
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В параллелограммах: В1С1 = В2С2, А1В1 = А2В2, А1С1 = А2С2. 
Значит, ∆А1В1С1 = ∆А2В2С2 по трем сторонам. 

66. 
В тетраэдре три пары скрещиваю-

щихся ребер: 
АС и DB; АВ и DC, AD и СВ. 

 
67. 

 
Рассмотрим грань ABD 
Из теоремы косинусов: 
АВ2 = AD2 + BD2 – 2 · AD · BD · cos54o ≈ 400 + 324 – 2 · 20 · 18 ·  
· 0,05878 = 724 – 720 · 0,5878 ≈ 300,784; 

17343,17784,300 ≈≈≈AB  (см). 
По теореме Пифагора AC2 = AD2 + CD2; 

29841441400 ==+=AC  (см). 
СВ2 = CD2 + DB2 – 2 · DC · BD · cos72o; 
CB2 = 441 + 324 – 2 · 21 · 18 · 0,3090 = 765 – 233,603 = 531,396; 

23396,531 ≈=CB  (см). 

2102120
2
1

2
1

=⋅⋅=⋅= DCADSADC  (см2). 

≈=⋅=⋅⋅⋅≈⋅⋅= 62,1458090,01808090,01820
2
154sin

2
1 oDBADS ADB   

≈ 146 (см2). 

StudyPort.ru



 25

≈=⋅=⋅⋅⋅≈⋅⋅= 75,1799511,01899511,01821
2
172sin

2
1 oDBDCSDBC   

≈ 180 (см2). 
Итого: а) ≈ 17 см, ≈ 23 см, 29 см; б) 210 см2, ≈ 146 см2, ≈ 180 см2. 

68. 
MN параллельна прямой, ле-

жащей в пл. BCD (прямой ВС), по-
этому она параллельна всей плос-
кости. 
 

 
69. 

Плоскость SBC и плоскость, прохо-
дящая через прямую MN параллельно 
ребру SB, пересекаются по прямой, 
проходящей через точку N. 

По теореме II линия пересечения па-
раллельна SB. 

В плоскость SBC через т. N проходит 
NQ || SB. 

Плоскость SAB и плоскость MNQ 
пересекаются по прямой, проходящей 
через т. М (прямая МР). 

 

По теореме II линия пересечения параллельна SB. 

⎭
⎬
⎫

SBNQ
SBPM

||
|| →PM || NQ. 

Утверждение доказано. 

70. 
MP, MN – средние линии в ∆ABD и 

∆ABC, значит, MP || BD и MN || BC. По 
теореме п. 10 пл. MNP || пл. BCD. 
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71. 
а) Точки M, N, B, C ∈ пл. DBC. M и N выберем так, чтобы MN не 

была параллельна ВС, иначе не будет пересечения с АВС. 

 
Построение 

Продолжим отрезки MN и ВС до пересечения их в точке Х. Точка 
Х – искомая. 

б) KN в некоторой точке пересечет DB, BD ⊂ пл. ABD, значит, 
KN пересечет в этой точке пл. ABD. 

Построение 
Продолжим отрезки KN и DB до пересечения их в точке Y. Точка 

Y – искомая. 

72. 

 
Построение 

Способ построения сечения: 
проводим MK || AC и MN || AB; 
соединяем т. K и т. N. 
По признаку параллельности плоскостей пл. MNK || пл. АВС. 
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Построение 
Раз сечение параллельно пл. АВС, то плоскость сечения парал-

лельна АВ, ВС, АС. 
Секущая плоскость пересечет боковые грани тетраэдра по прямым, 

параллельным сторонам ∆АВС. Отсюда способ построения сечения. 
а) через т. М проводим PQ || BA; 
б) через т. Р проводим PR || AC; 
в) соединим т. Q и т. R; 
г) ∆PQR – искомое сечение. 

73. 
Найдем точки пересечения пл. MNP 

с ребрами тетраэдра. 
NP – средняя линия ∆DBC, NP || BD. 
BD ⊂ пл. ABD, поэтому NP || пл. 

ABD (теорема I). 
Плоскости ABD и MNP имеют общую 

точку М, значит они пересекаются по пря-
мой, проходящей через т. М в пл. ABD.  
Эта прямая параллельна NP, а раз NP || BD, то эта прямая парал-

лельна BD. 
Пусть K – точка пересечения этой прямой с ребром AD (раз BD 

пересекает AD, тогда прямая, параллельная BD пересечет AD). 
∆MAK ~ ∆BAD; 

;
BD
MK

BA
MA

AD
AK

==  

AD
AK

BD
MK

==
2
1 , поэтому точка K – 

середина AD. 
 

Утверждение доказано. 
Аналогично получаем, что PK – средняя линия в ∆ADC, поэтому 

PK || AC. 

;||||||
|| NPBDMKBDML

BDNP →
⎭
⎬
⎫  

.||||||
|| PKACMNACPK

ACMN →
⎭
⎬
⎫  

4-угольник MNPK – параллелограмм по определению. 

( ) ;
2
1

2
122 BDACBDACMKPKPMNPK +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+⋅=  

PMNPK = 22 см. 
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74. 
Пусть т. О – точка пересечения 

медиан ∆BCD. 
Плоскость сечения имеет с гра-

нью ADC общую т. N, значит, обе 
плоскости пересекаются по прямой, 
проходящей через т. N. 

 
Плоскость сечения и параллельная ей пл. АВС пересекаются 

плоскостью ADC, значит линии пересечения параллельны, NP || AC. 
Аналогично, PM || AB, MN || BC. 
∠MNP = ∠BAC, ∠MNP = ∠BCA, ∆MNP ~ ∆BAC (по первому 

признаку). 
Утверждение а) доказано. 
б) 

 
ECNOBEMO

3
2,

3
2

== , потому что: ∆MDO ~ ∆BDE и  

∆NDO ~ ∆CDE. 

3
2; ==

BE
MO

DE
DO

BE
MO . 

BCONMOMN
3
2

=+= . 

Отношение площадей подобных фигур равно отношению квад-
ратов соответствующих линейных размеров. 

9
4;

2

2
==

ABC

MNP

ABC

MNP

S
S

BC
MN

S
S

. 

75. 
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а) Проведем AK и AL. ∆AKL – искомое сечение. 
б) В ∆AMK: OF – средняя линия, OF || AK;  
в ∆MLK: EF – средняя линия, EF || KL. 
По теореме п. 10 пл. OFE || пл. AKL. 
Площади подобных треугольников ∠OFE = ∠AKL как углы с со-

ответственно параллельными и одинаково направленными сторона-

ми; KLFEAKOF
2
1,

2
1

== , поэтому ∆OFE ~ ∆AKL относятся как 

квадраты, значит, соответствующих линейных размеров. 

4

2
1

2

2

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

LA

LA
EO
LA

S
S

EOF

LKA . 

SEOF = 6 (см2). 

76. 
В силу свойств параллелепипе-

да АА1С1С – параллелограмм, от-
сюда А1С1 || AC; B1D1BD – паралле-
лограмм, поэтому B1D1 || BD. 
 

 
77. 

У параллелепипеда боковые ребра равны. 

 
.

6
5,

5
4

1
==

BB
BC

BC
AB  Пусть ВВ1 = х, тогда ,

6
5 xBC =  

.
3
2

6
5

5
4

5
4 xxBCAB =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==  

Из условия задачи: 
4 ⋅ АВ + 4 ⋅ ВС + 4 ⋅ ВВ1 = 120, или АВ + ВС + ВВ1 = 30; 
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;30
6
5

3
2

=++ xxx  4х + 5х + 6х = 180; 

15х = 180, х = 12 (см). 

ВВ1 = 12 см; 812
3
2

=⋅=AB (см), 1012
6
5

=⋅=BC  (см). 

Ответ: 12, 8, 10 см. 

78. 
ABCD – параллелограмм по условию, AB = CD. 
AB – AM = CD – CN, то есть BM = DN. 

Но 
⎭
⎬
⎫

= DNBM
DNBM || → по признаку параллелограмма,  

MBND – параллелограмм. 
Аналогично получим, что N1B1M1D1 – параллелограмм. 
∠NDM = ∠N1D1M1 – как углы с соответственно параллельными и 

одинаково направленными сторонами. 
Параллелограммы MBND и M1B1N1D1 равны, так как равны их 

соответствующие стороны (МВ = М1В1, M1D1 = MD) и угол между 
ними (п. 5). 

А1М1 = АМ, поэтому А1М1МА – параллелограмм, M1M || A1A || B1B. 
Аналогично, C1NN1C – параллелограмм, С1С || NN1 || DD1. 
Отрезки параллельных прямых, заключенные между параллель-

ными плоскостями, равны, поэтому 
ММ1 = ВВ1 = СС1 = NN1 = DD1. 
По признаку параллелограмма 4-угольники МВВ1М1, BNN1B1, 

DNN1D1 и MDD1M1 – параллелограммы. 
По определению (п. 13) MBNDM1B1N1D1 – параллелепипед. 

79. 
а) Сечение плоскостью АВС1. 
Пл. ВВ1С1С || пл. AA1D1D по свойству параллелепипеда, отсюда 

ВС1 || пл. AA1D1D. 
Точка А общая для плоскостей АВС1 и АА1D1D – плоскости пере-

секаются по прямой, проходящей через т. А и параллельной ВС1 
(п. 11.1о), очевидно, это AD. 

Искомое сечение – четырехугольник ABC1D1. 

⎩
⎨
⎧

= CDAB
CDAB ||  (т.к. ABCD – параллелограмм), 

⎩
⎨
⎧

= 11

11||
DCCD

DCCD  (т.к. CDD1C1 – параллелограмм). 

Отсюда AB || C1D1 и AB = C1D1. 
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Значит, ABC1D1 – параллелограмм, т.к. его противоположные 
стороны параллельны и равны. 

 
б) Сечение плоскостью АСС1. 
Плоскости граней В1С1СВ и A1D1DA пересечены плоскостью 

А1С1СА, линии пересечения параллельны, АА1 || CC1. 
АА1 = СС1 (п. 11, 2о). 

⎭
⎬
⎫

= 11

11 ||
CCAA

CCAA  по признаку параллелограмма, АА1С1С – параллело-

грамм. 

80. 

 
а) Сечение плоскостью АВС1. 
Пл. ВВ1С1С || пл. AA1D1D по свойству параллелепипеда, отсюда 

ВС1 || AA1D1D. 
Тогда А – общая для плоскостей АВС1 и AA1D1D – плоскости пе-

ресекаются по прямой, проходящей через т. А и параллельной ВС1 
(п. 11, 1о). 

Плоскости граней АА1В1В и DD1C1C пересечены плоскостью 
ABC1D1, значит, их линии пересечения параллельны, AB || C1D1. 

Вывод: плоскость пересекает грань AA1D1D по прямой AD1; AD1|| BC1. 
Искомое сечение ABC1D параллелограмм по определению. 
б) Сечение плоскостью DCB1. 
Точка D – общая для плоскостей DCB1 и AA1D1D – плоскости пе-

ресекаются по прямой, проходящей через т. D и параллельной прямой 
СВ1 (п. 11, 1о). В пл. грани AA1D1D проводим такую прямую. Это бу-
дет DA1 (4-угольник DCB1A1 – параллелограмм, поэтому DA1 || CB1). 

Искомое сечение DCB1A1. 
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в) PQ – отрезок, по которому пересекаются построенные сечения 
(Р ∈ плоскостям сечений и Q ∈ плоскостям сечений, PQ – линия 
пересечения плоскостей), где Р и Q – центры граней AA1D1D и 
ВВ1С1С. 

81. 

 
а) Пусть MN не параллельна ВС, тогда MN пересечет пл. АВС. 

Построение 
Продолжим отрезки ВС и MN до пересечения в точке Х. 
Тогда Х – искомая. 
б) АМ не параллельна А1В1, АМ пересечет А1В1, 
А1В1 ⊂ пл. А1В1С1. 

Построение 
Продолжим отрезки А1В1 и АМ до пересечения в точке Y. 
Точка Y – искомая. 

82. 
а) 

 
Построение 

Плоскость сечения по условию || пл. ABCD, следовательно, она 
пересекает грани параллелепипеда по прямым, параллельным АВ, DC, 
BC и AD (это следует из теоремы II). Отсюда способ построения: 

1. через т. М проводим PQ || AB; 
2. через т. Q проводим QR || BC; 
3. через т. Р проводим PS || AD; 
4. соединим точки S и R; 

PQSR – искомое. 
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б)  
По теореме II, плоскость сечения пересечет боковые грани по 

прямым, параллельным АА1 и DD1, а плоскости оснований – по пря-
мым, параллельным A1D1 и AD. Отсюда: 

1. через т. М проводим PQ || AA1; 
2. через т. Q проводим QR || A1D1 и через т. Р прово-

дим PS || AD; 
3. соединим точки R и S; 
4. сечение PQRS – искомое. 

 
в) 
1) Построим плоскость BDD1; она пересечет плоскости верхнего 

и нижнего основания по параллельным прямым. BD || B1D1 (соеди-
нив В1 и D1, получим параллелограмм BB1D1D). 

2) Плоскость сечения по условию параллельна пл. BB1D1D, зна-
чит, она параллельна BB1D1D. 

По теореме II получим, что если плоскость боковой грани 
АА1В1В проходит через прямую ВВ1, а ВВ1 параллельна плоскости 
сечения и пересекает плоскость сечения, то линия пересечения бо-
ковой грани с сечением параллельна прямой В1В, получим построе-
ние: 

 
1. через т. М проводим PS || B1B; 
2. через т. Р проводим PQ || B1D1; 
3. через т. S проводим SR || BD; 
4. соединим т. Q и т. R; 
5. сечение PQRS – искомое сечение. 
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83. 
а) 

 
Построение 

Через т. О проведем MN || D1D (MN || D1D, CC1 || DD1, поэтому 
СС1 || MN); соединим М с С1 и N с С. сечение МС1CN – искомое. 

б)  

 
Построение: 
через т. О проводим ML || AB; 
через т. М проводим MN || A1B1; 
через т. N проводим NK || B1C1; 
соединим точки K и L; 
сечение MNKL – искомое сечение. 

84. 

 
Т. Р – середина ребра CD. 
По теореме II, плоскость сечение пересечет основания A1B1C1D1 

и ABCD по параллельным прямым. 
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Проведем BD; BD || B1D1. Из точки Р проводим PQ || BD. Поэто-
му PQ || B1D1. Соединим точки В1 и Q; D1 и Р. Сечение B1D1Q – ис-
комое. 

В 4-угольнике B1D1PQ имеем B1D || PQ, значит, B1D1PQ – трапе-
ция (по определению). 

85. 
По теореме II, плоскость BKL пересечет противоположные боко-

вые грани по параллельным отрезкам. Противоположные грани 
параллелепипеда равны и параллельны. 

Этого достаточно для построения сечения. 

 
Соединим т. K с т. В1; точку L с т. D1. 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

∠=∠
=
=

LCBDKA
BCDA

LCKA

11

11

1
 ∆ KA1D1 = ∆LCB, следовательно, KD1 = LB. 

Аналогично, ∆KAB = ∆LC1D1, следовательно D1L = BK. 
В 4-угольнике BKD1L KB = LD1 и KD1 = BL. 
Этот 4-угольник является параллелограммом, а сам 4-угольник – 

искомое сечение. 

86. 

 
Плоскость сечения параллельна BD1, если она проходит через 

прямую, параллельную BD1 (теорема I). В плоскости BD1D прово-
дим ОМ || D1B; проводим отрезки АМ и СМ. 
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АМС || BD1 по построению, значит, АМС – искомое сечение. 
Если основание – ромб и ∠ABB1 = ∠СВВ1 = 90о, AD = DC, то ∆ADM 

и ∆DMC – прямоугольные. MD – общий катет. ∆DMA = ∆DMC, таким 
образом МА = МС. В ∆АМС МА = МС, значит, ∆АМС – равнобедрен-
ный. 

 
87. 

а) 

 
Построение 

1. Допустим, что MN не параллельна АВ. 
2. Продолжим MN и АВ до пересечения их в т. О. 
3. ОК ⊂ пл. АВС (т.к. О ∈ АВС и K ∈ АВС). 
4. Соединим точки K и N. 
5. Плоскости ONK и ОАK (то есть пл. АВС) пересека-

ются по прямой OK. 
6. Поэтому продолжим OK до пересечения с DC в т. L. 

Соединим точки K и L – ведь они лежат в одной 
плоскости. 

7. Противоположные грани АА1В1В и DD1C1C секущая 
плоскость пересечет по параллельным прямым (по 
теореме II), поэтому в плоскости DD1C1C проведем 
LP || NM. 

8. Соединим т. Р и т. М. 
9. MNKLP – искомое сечение. 
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б) 

 
Построение 

1. Соединим т. K с т. М. 
2. Точка N ∈ грани AA1D1D и секущей плоскости. 
3. Секущая плоскость, проходя через т. N, пересечет 

параллельные грани AA1D1D и ВВ1С1С по парал-
лельным прямым; поэтому в пл. AA1D1D проводим 
NP || KM. 

4. Проводим РМ. 
5. Секущая плоскость проходит через т. K и пересека-

ет противоположные грани АА1В1В и DD1C1C по 
параллельным прямым; поэтому в пл. грани АА1В1В 
проводим KL || MP. 

6. Соединим т. L и т. N. 
7. KLNPM – искомое сечение. 

ВОПРОСЫ К ГЛАВЕ I 
1. Верно ли утверждение: если две прямые не имеют 

общих точек, то они параллельны? 
Нет. Параллельные прямые должны еще и лежать в одной плоскости. 

2. Точка М не лежит на прямой а. Сколько прямых, не 
пересекающих прямую а, проходит через точку М? Сколько из 
этих прямых параллельны прямой а? 
а) Бесконечное несчетное множество; 
б) одна (п. 3, теорема). 

3. Прямые а и с параллельны, а прямые а и b пересе-
каются. Могут ли прямые b и с быть параллельными? 
Ответ: нет, иначе через точку пересечения а и b проходило бы 

две прямые, параллельные с. 
4. Прямая а параллельна плоскости α. Верно ли, что 

эта прямая: а) не пересекает ни одну прямую, лежащую в плос-
кости α; б) параллельна любой прямой, лежащей в плоскости α; 
в) параллельна некоторой прямой, лежащей в плоскости α? 
а) Да; б) нет; в) да. 
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5. Прямая а параллельна плоскости α. Сколько пря-
мых, лежащих в плоскости α, параллельны прямой а? Парал-
лельны ли друг другу эти прямые, лежащие в плоскости α? 
а) Бесконечное множество; 
б) да. 

6. Прямая а пересекает плоскость α. Лежит ли в плос-
кости α хоть одна прямая, параллельная а? 
Нет. 

7. Одна из двух параллельных прямых параллельна 
некоторой плоскости. Верно ли утверждение, что и вторая пря-
мая параллельна этой плоскости? 
Нет. Вторая прямая может лежать в этой плоскости. По опреде-

лению, если прямая параллельна плоскости, то они не должны 
иметь общих точек. 

8. Верно ли утверждение: если две прямые парал-
лельны некоторой плоскости, то они параллельны друг другу? 

 
Нет (прямые могут пересекаться или скрещиваться). 

9. Две прямые параллельны некоторой плоскости. 
Могут ли эти прямые: а) пересекаться; б) быть скрещивающи-
мися? 
а) Да (см. предыдущую задачу); 
б) да (см. предыдущую задачу). 

10. Могут ли скрещивающиеся прямые а и b быть па-
раллельными прямой с? 
По отдельности – да, вместе нет (если так, то a || b, а они, по ус-

ловию, скрещивающиеся). 
11. Боковые стороны трапеции параллельны плоскости 

α. Параллельны ли плоскость α и плоскость трапеции? 
Да. Боковые стороны пересекаются, а через две пересекающиеся 

прямые проходит плоскость, и притом только одна. 
Раз каждая боковая сторона параллельна пл. α, то и плоскость 

трапеции будет параллельна пл. α (по известному признаку). 
12. Две стороны параллелограмма параллельны плос-

кости α. Параллельны ли плоскость α и плоскость параллело-
грамма? 
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Да. 
АВ || α; DC || α, но пл. ABCD не параллельна α. 
Ответ: Не обязательно (возможны оба случая). 

13. Могут ли быть равны два непараллельных отрезка, 
заключенные между параллельными плоскостями? 

 
Да. Например, здесь ABCD – равнобедренная трапеция. 

14. Существует ли тетраэдр, у которого пять углов 
граней прямые? 
Нет, так как граней всего 4, они являются треугольниками, а тре-

угольника с двумя прямыми углами (это – по счету 5-й угол) не су-
ществует. 

15. Существует ли параллелепипед, у которого: 
а) только одна грань – прямоугольник; б) только две смежные 
грани – ромбы; в) все углы граней острые; г) все углы граней 
прямые; д) число всех острых углов граней не равно числу всех 
тупых углов граней? 
а) Нет (противоположные грани – равны); 
б) нет (по той же причине); 
в) нет (таких параллелограммов не существует); 
г) да (прямоугольный параллелепипед); 
д) нет (в каждой грани два острых и два тупых угла), либо все 
прямые. 

16. Какие многоугольники могут получиться в сече-
нии: а) тетраэдра; б) параллелепипеда? 
а) Треугольники и 4-угольники; б) 3-, 4-, 5-, 6-угольники. 
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ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ I 

88.  
а) Докажите, что прямая CD пересекает плоскость α в некоторой 

точке Е. б) Найдите отрезок ВЕ. 

 
ABCD – трапеция, CD пересекается с АВ, АВ ⊂ α, потому CD 

пересечет в некоторой т. Е. 
Рассмотрим плоскость трапеции. 
∆AEC ~ ∆BED; 

;
DB
AC

ED
EC

BE
AE

==  

;
6
81; =+=

+
BE
AB

DB
AC

BE
BEAB  

 
;

3
1

=
BE
AB  ВЕ = 12 (см). 

89. 
1. Через М1 и М2 проводим медианы АЕ и DE. 

 
2. AEAMDEDM

3
2,

3
2

12 == . 
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3. Проверим, будет ли ∆AED ~ ∆M1EM2. ∠Е у них 
общий; 

DE

DE

AE

AE

3
1

3
1

=  – тождество, значит, соответствующие стороны 

пропорциональны, поэтому ∆AED ~ ∆M1EM2. 
4. Из подобия треугольников следует, что ∠1 = ∠2 и 

∠3 = ∠4. 
5. Если соответственные углы равны, то прямые па-

раллельны: 

 
AD || M1M2. 

90. 
а) 

 
Раз АВ ⊂ α и DC || AB, то CD || α (по известной теореме). 
б)  

 
CD не параллельна АВ ⇒ CD пересечет АВ, т.е. и плоскость α. 

91. 
a || b 
Из аксиомы А3 (п. 2) следует существование прямой с, проходя-

щей через т. М, параллельной а и b. 
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α — плоскость, в которой лежат а и с; 
β — плоскость, в которой лежат с и b; 

 
с ⊂ α, с ⊂ β, то есть эта прямая и есть прямая пересечения α и β. 

А по построению она параллельна прямым а и b. 
Утверждение доказано. 

92. 

 
Доказательство дано в п. 6, 2о. 

93. 
Так как MN не параллельна 

b и MN не пересекает b, то MN 
и b скрещиваются. 
 

 
94. 

Пусть скрещивающиеся прямые а 
и b. 

Через т. В и b можно провести 
единственную пл. α - следствие ак-
сиомы А1. Аналогично через т. В и а. 

т. В – общая пл. α и пл. β. Плоско-
сти пересекаются. 

Ответ: да.  
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95. 
В пл. α всегда найдется 

прямая b || a; раз β пересекается 
с а, то и b пересекается с β, 
значит, β пересечется с α. 
 

 
96. 

 
Соединим точки А и В. 
А, В, С, D лежат в одной плоскости, что следует из факта m || n. 
AB || CD (по известной теореме). 
Рассмотрим 4-угольник ABCD: 
AC || DB – по условию; 
AB || CD – по доказанному; 
ABCD – параллелограмм. 
По свойству параллелограмма АС = DB (как противолежащие 

стороны). 

97. 

 
АО || O1A1 и OB || O1B1. 
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Доказательство дано в п. 8 
По теореме п. 10 α || β. В пл. β из т. О проведем ОС1 || OB. 

 
OB || O1B1 || O1C1 
Согласно теореме п. 4 через т. О1 может проходить только един-

ственная прямая, параллельная ОВ. Поэтому, точки В1, О1, С1 лежат 
на одной прямой В1С1. 

∠В1О1С1 = ∠В1О1А1 + ∠А1О1С1 = 180о. 

98. 
Да, существует; такая плоскость только одна. 
Выберем на прямой а || α произвольную т. А. Тогда через т. А 

можно провести единственную плоскость, параллельную α (задача 
59, решена в учебнике). 

Пусть через а можно провести другую пл. β; β || α. Тогда через 
произвольную т. А ⊂ а проходит сразу две плоскости, параллельные 
данной плоскости α. А это противоречит доказанному утвержде-
нию. 

99. 
Согласно п. 11, 1о АА1 || BB1 || CC1 
Рассмотрим плоскость ОАА1. В ней по теореме о пропорцио-

нальных отрезках выполняется доказываемое утверждение. 
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Замечание. Если две параллельные прямые пересекают 3 плоско-

сти, то согласно п. 11, 2о, длины отрезков между двумя плоскостями 
равны, поэтому их отношения тоже равны. 

100. 

 
а и b – скрещиваются, а ⊂ α. 
По теореме о скрещивающихся прямых (п. 7, теорема вторая), 

через прямую а можно провести единственную плоскость β || b. 
Докажем, что через т. А можно провести плоскость γ, такую что γ || β. 
Через точку А провести плоскость, параллельную данной плос-

кости β не проходящей через т. А. 
Проводим в пл. β через некоторую т. В две произвольные пря-

мые BD и ВС. Строим две вспомогательные плоскости: плоскость  
М – через т. А и прямую ВС и плоскость N – через т. А и прямую BD. 
Искомая плоскость, параллельная пл. β, должна пересечь пл. М по 
прямой, параллельной ВС, а плоскость N – по прямой, параллельной 
BD (п. 11, 1о). Отсюда способ построения пл. γ: через т. А проводим 
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в пл. М прямую АС1 || BC, а в пл. N прямую AD1 || BD. Через прямые 
АС1 и AD1 проводим пл. γ. γ – искомая, так как стороны ∠D1AC1, 
расположенного в пл. γ, параллельны сторонам ∠DBC, расположен-
ного в пл. β. Значит, γ || β. 

 
Так как в пл. М через т. А можно провести лишь одну прямую, па-

раллельную ВС, а в плоскости N через т. А можно провести лишь одну 
прямую, параллельную BD, то задача имеет единственное решение. 

Следовательно, через каждую точку пространства можно про-
вести единственную плоскость, параллельную данной плоскости; γ - 
единственная плоскость. 

Если же окажется, что т. А ∈ β, то это и будет тот случай, когда 
через т. А и прямую а проходит пл. β, параллельная прямой b. 

101. 
Соединим середины ребер, лежащих в одной грани; получим, 

что каждый из отрезков будет средней линией соответствующего 
треугольника. 

MN || AB, PQ || AB, поэтому MN || PQ; 
MQ || DC, NP || DC, поэтому MQ || NP. 
Значит, 4-угольник MNPQ – параллелограмм по определению, 

его диагонали QN и МР пересекаются в т. О и делятся в ней попо-
лам. Отрезки QN и MP соединяют середины противоположных ре-
бер тетраэдра. 
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Повторяя проведенные выше рассуждения, заключаем, что RS и 
QN тоже пересекаются в точке О и делятся ей пополам. 

Таким образом, все три отрезка: RS, QN, MP – пересекаются в т. 
О и делятся в ней пополам. 

Утверждение доказано. 

102. 
По теореме I пл. DNM || DC (MN – средняя линия ∆АВС, поэтому 

MN || BC). 
Если все ребра тетраэдра равны, тогда в ∆ADC отрезок DM – ме-

диана, а значит и высота и биссектриса. Из ∆ADM: 
22 AMADDM −= ; 310300 ==DM  (см). 

∆AND = ∆AMD (они – прямоугольные, AD – общая гипотенуза, 
АМ = AN); из равенства треугольников DM = DN; 

 
10

2
1

== BCMN . 

Рассмотрим ∆MDN. 

 
Проведем в равнобедренном ∆MDN высоту DK. 

Из ∆MDK: 1152530022 =−=−= MKMDDK  (см); 

112511510
2
1

2
1

=⋅⋅=⋅= DKMNSMDN (см2); 

( )32110P +=∆MDN  см. 

Ответ: ( )32110 + см и 1125 см2. 
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103. 

 
Рассмотрим ∆ADC и ∆MDP. 

 
Из условия 

PC
DP

MA
DM

= , но 

AD = MA + MD, DC = DP + PC; 

,
DPDC

DP
MDAD

DM
−

=
−

 или ,
DP

DPDC
DM

MDAD −
=

−  

отсюда .
DP
DC

DM
AD

=  

Так как у ∆ADC и ∆MDP угол D – общий, а стороны, образую-
щие ∠D – пропорциональны, значит, ∆ADC ~ ∆MDP. 

Из подобия следует: 
∠1 = ∠2, ∠3 = ∠4. 
Из равенства углов получим, что МР || AC. 
Аналогично, для грани DCB, имеем, что PN || CB. 
Итак, MP || AC и PN || CB. По теореме п. 10 пл. MNP || пл. ABC. 
∆MNP ~ ∆ABC (по двум углам). 

1
2,

1
2

=
−

=
MDAD

DM
MA
DM  или ;

2
1

=
−

DM
MDAD  

.
2
3;

2
11 ==−

DM
AD

DM
AD  

Раз ∆ADC ~ ∆MDP, то .
2
3, ==

MP
AC

MP
AC

DM
AD  
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2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

MP
AC

S
S

MNP

ABC , т.к. площади подобных фигур относятся как 

квадраты линейных размеров. 

9
44,

4
910

== MNP
MNP

S
S

 (см2). 

Ответ: 
9
44  см2. 

104. 
Проведем ME || AC и MF || BD. 
По теореме II плоскость сечения 

пересечет пл. BCD по прямой, парал-
лельной MF (MF || пл. BCD по по-
строению), значит, проводим EK || BD. 
Соединим точки K и F. 

4-угольник MEKF – искомое сече-
ние. Докажем это.  

AC || пл. MEF (т.к. АС || ME; ME ⊂ MEF). 
BD || пл. MEF (т.е. BD || MF; MF ⊂ MEF). 
Итак, пл. MEKF || AC и пл. MEKF || BD. 
Так как через т. М можно провести лишь одну прямую ME || AC в 

плоскости грани АВС и одну прямую MF || BD в плоскости грани 
BAD, то плоскость MEKF – единственная, удовлетворяющая усло-
вию задачи. 

105. 

 
а) Договоримся, что MN не параллельна ВС. 
Продолжим MN до пересечения с продолжением ВС в точке О. В 

плоскости АВС соединим точки О и K; OK пересечет ребро АС в 
точке Е; продолжим отрезок OK до пересечения с ребром АВ в точке 
F. Теперь можем соединить точки М и F в плоскости ABD и точки N 
и Е в плоскости ADC. 

Сечение MNEF – искомое. 
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б) Теперь пусть MN || BC. 
MN || BC, BC ⊂ пл. АВС. По теоре-

ме I MN || пл. АВС. 
Из теоремы II плоскость сечения 

пересечет пл. АВС по прямой, прохо-
дящей через т. K параллельно MN. В 
пл. АВС через т. K проводим FE || BC 
до пересечения со сторонами основа-
ния в точках F и Е. Соединяя М и F, N 
и Е, получаем сечение MNEF. 

 

106. 
Пусть точки расположены так, как показано на рисунке. 

1. Проводим KN до пересечения с продолжением реб-
ра СА. Пусть KN пересечет СА в точке О. 

2. Проводим луч ОМ; он пересечет ребро АВ в точке 
Е, а ребро ВС – в т. L. Соединим K и L, F и Е (т. F – точка пере-
сечения KN c ребром DA). 
Сечение KFEL – искомое. 

       
Построим последовательно KN до пересечения в т. F с ребром 

СА; FM до пересечения с ребром АВ в т. Е и ребром ВС (его про-
должением) в т. О; OK, он пересечет DB в т. L; отрезок EL. 

KFEL – искомое сечение. 
Проводим KN до пересечения с АС в т. F; продолжаем KN за т. F 

до пересечения с продолжением DA в т. О; FM до пересечения с АВ 
в т. Е; ОЕ до пересечения с DB в т. L; отрезок KL. 
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KFEL – искомое сечение. 

107. 
Проведем MK || BC и MN || BD; отре-

зок KN. 
По теореме п. 10 пл. MNK || пл. BDC 

(так как две пересекающиеся прямые 
одной плоскости параллельны двум пе-
ресекающимся прямым другой плоско-
сти). 
 

 
108. 

Отложим от т. D на ребрах DA, 
DB, DC равные отрезки: DA′ = DB′ = 
=DC′ = a. Соединим точки A′, B′ и C′ 
отрезками. Нарисуем ограниченную 
этими отрезками часть тетраэдра, 
для удобства «положив» его на одну 
из боковых граней. 

 
Проведем биссектрисы двух уг-

лов при вершине D: DE и DF; про-
ведем отрезки C′E и A′F. 

В ∆A′DB′ DA′ = DB′ и DE является 
медианой, следовательно, EA′ = B′E 
(т.к. ∆ A′DB′ равнобедренный). 

В ∆C′DB′ DF – общая, DC′ = DB′, 
∠C′DF = ∠B′DF, поэтому ∆С′DF = 
=∆B′DF, следовательно, C′F = F′B.  
В ∆A′B′C′ отрезки C′E и A′F являются медианами. 
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Чтобы на загромождать рисунок, не показана биссектриса 
∠A′DC′. Если для нее повторить рассуждения, то убедимся, что от-
резок, исходящий из B′ в точку, где биссектриса пересечет сторону 
A′C′, будет третьей медианой в ∆A′B′C′. А три медианы треугольни-
ка пересекаются в одной точке. 

Таким образом, плоскости DEC′, DFA′ и третья, не показанная на 
рисунке, пересекаются на рисунке по прямой DO. 

Уберем ограничение, что DA′ = DB′ = DC′. Факт, что плоскости 
пересекаются по прямой DO, останется верным. 

Равные отрезки от вершины D можно отложить в любом тетра-
эдре, поэтому на строгость (или общность) доказательства это по-
влиять не может. 

Раз указанные плоскости пересекаются по прямой DО, то эта 
прямая пересечется с плоскостью основания в некоторой точке, зна-
чит, все три отрезка АА1, СС1 и ВВ1 проходят через нее.  

Что и требовалось доказать. 

109. 

 
Доказательство 

1. По условию, искомая прямая а есть линия пересе-
чения двух плоскостей: АА1С1С и ВВ1D1D. 

2. Проведем диагонали оснований параллелепипеда; 
они пересекаются в т. О1 и т. О. 

3. О ∈ пл. А1С1СА, О ∈ пл. B1D1DB. 
Т. О1 принадлежит тем же плоскостям. Следовательно, ОО1 – 

прямая пересечения этих плоскостей (аксиома А2). 
4. Прямая а есть прямая ОО1. 
5. Основания параллелепипеда – равные параллело-

граммы; по свойству параллелограмма А1О1=О1С1 = 
=АО = ОС. 
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6. А1О1ОА – параллелограмм, значит, O1O || A1A || C1C. 
7. Аналогично получаем, что O1O || B1B || D1D. 
8. Проведем диагонали АС1 и А1С. Раз А1С1СА – па-

раллелограмм, то А1Т = ТС, АТ = ТС1, где Т – точка 
пересечения диагоналей. 

9. ОТ – средняя линия ∆А1СА; О1Т – средняя линия 
∆А1СС1. 

⎭
⎬
⎫

11

1
||

||
AATO

AAOT  по аксиоме о параллельных прямых в плоскости точ-

ки О, О1 и Т лежат на одной прямой, Т ∈ ОО1, или Т ∈ а. Диагонали 
параллелепипеда и прямая а пересекаются в одной точке. 

110. 

 
Доказательство 

1. Рассмотрим 4-угольник BB1D1D. 
BB1 || DD1, BB1 = DD1 

По признаку параллелограмма, BB1D1D – параллелограмм, B1D1 || BD. 
2. Рассмотрим 4-угольник CB1A1D. 

A1B1 || CD и A1В1 = CD (п. 11, 2о). Следовательно, СВ1А1D – па-
раллелограмм. 

CB1 || A1D. 
3. Пл. СВ1D1 || пл. A1DB (параллельность двух пересе-

кающихся прямых одной плоскости соответственно двум пере-
секающимся прямым другой плоскости). 

№ 111. 
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Проведем отрезок АС; по неравенству треугольника АС = d1 < a + c. 
Для ∆АСС1 АС1 = d < d1 + b, поэтому d < a + c + b. 
Что и требовалось доказать. 

№ 112. 
Будем исходить из того, что диагональное сечение параллелепи-

педа – параллелограмм. 
Решим вспомогательную задачу: установим зависимость между 

сторонами параллелограмма и его диагоналями. 

 
Пусть АС = d1, DB = d2, AD = CB = a. AB = DC = b, ∠DAB = α, то-

гда ∠ADC = 180о - α. 
Для ∆ DAB запишем теорему косинусов: 

α−+= cos2222
2 abcbad . 

Для ∆ADC запишем теорему косинусов: 
( ) α++=α−−+= cos2180cos2 22o222

1 abcbaabcbad . 
Складывая эти равенства, получаем: 

222
1

2
2 22 badd +=+ . 

Пусть ребра параллелепипеда равны a, b, c. 

 
Для плоскости DD1B1B 

22 2
1

22
1

2
1 ⋅+⋅=+ BBDBDBBD . 

Для плоскости АА1С1С 
2
1

22
1

2
1 22 AAACACCA +⋅=+ . 

Сложим равенства: 
=⋅+⋅+⋅+⋅=+++ 2

1
22

1
22

1
2

1
2
1

2
1 2222 AAACBBDBACCADBBD  

( ) ( ) =⋅++=⋅+⋅++= 2222
1

2
1

22 4222222 bcaAAAAACDB  
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= 4а2 + 4b3 + 4c2, а это сумма квадратов всех ребер параллелепи-
педа. 

Что и требовалось доказать. 

113. 

 
В и D1 – общие точки двух плоскостей, по аксиоме А3 плоскости 

пересекаются по прямой BD1. 

114. 

 
Построим MN || AC. По теореме I, MN || пл. АСС1. 
Построим ML || AA1 и NK || AA1; получили отрезок LK. 
По теореме п. 10 пл. MNKL || пл. АСС1А1 (т.к. MN || AC, ML || AA1). 

115. 

 
Проводим ВС1, DC1, AD. Плоскость BDC1 построена. Через т. М 

проведем: 
MN || BD; 
MK || BC1. 
Пл. MKN || пл. BC1D по известной теореме. 
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ГЛАВА II  
ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМЫХ И ПЛОСКОСТЕЙ 

116. 

 
Решение: 

1. Все грани параллелепипеда – параллелограммы. 
2. Противоположные грани параллелепипеда парал-

лельны и равны. 
В параллелограмме ABCD: ∠A = ∠С = 90о, ABCD – прямоуголь-

ник, DC ⊥ ВС. 
В плоскости ВВ1С1С: В1С1 || BC. Итак, 

⎭
⎬
⎫

⊥BCDC
BCCB ||11  отсюда DC ⊥ В1С1. 

В плоскости AA1D1D: A1D1 || AD. Итак, 

⎭
⎬
⎫⊥

11|| DAAD
ADAB  отсюда АВ ⊥ A1D1. 

Что и требовалось доказать. 

117. 
В тетраэдре ABCD известно, что ВС⊥AD. Докажите, что AD⊥MN, 

где М и N – середины ребер АВ и АС. 
AD ⊥ BC; 
MN || BC (как средняя линия 

∆ВАС), то AD ⊥ MN (по лемме п. 15). 
Что и требовалось доказать. 

 
 

118. 
Условие 
Точки А, М и О лежат на прямой, перпендикулярной к плоскости 

α, а точки О, В, С и D лежат в плоскости α. Какие из следующих уг-
лов являются прямыми: ∠АОВ, ∠МОС, ∠DAM, ∠DOA, ∠ВМО? 
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Решение: 
а ⊥ α, поэтому а перпендикулярна любой прямой, лежащей в пл. α. 
Чтобы прямая принадлежала пл. α, достаточно, чтобы 2 точки 

прямой принадлежали пл. α. 
ВО ⊂ α, ∠АОВ = 90о (т.к. а ⊥ ВО); 
ОС ⊂ α, ∠АОС = 90о (т.к. а ⊥ ОС). 

 
DO ⊂ α, ∠DOA = 90o (т.к. а ⊥ DO); 
DA ⊄ α, ∠DAM ≠ 90o; 
ВМ ⊄ α, ∠ВМО ≠ 90о. 
Ответ: прямые углы: ∠АОВ, ∠АОС, ∠DOA. 

119. 

 
Решение: 
а) Рассмотрим ∆ABD. 
АО ⊥ пл. ВОС, поэтому АО ⊥ ОВ; 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=
⊥
=

BOBO
ADBO
ODAO

 ∆ВОА = ∆BOD – по двум катетам, ВА = BD. 

АВ = BD. 
б) Рассмотрим ∆АОВ и ∆АОС. 
АО ⊥ ОВ, АО ⊥ ОС – по определению; 
ОВ = ОС – по условию; 
АО – общая. 
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Треугольники АОВ и АОС равны по двум катетам. Отсюда: 
АВ = АС. 
в) Т.к. АВ = АС, то прямоугольные треугольники АОВ и АОС 

равны по гипотенузе и катету (АО – общий катет), поэтому 
ОВ = ОС. 
Что и требовалось доказать. 

120. 

 
Решение 
∆KOA = ∆KOB = ∆KOC = ∆KOD по двум катетам (KO ⊥ OA,  

KO ⊥ OB, KO ⊥ OC, KO ⊥ OD – по определению, KO – общий катет, 
ОВ = ОА = ОС = OD); поэтому KA = KB = KC = KD. 

KB2 = OK2 + OB2, отсюда: KB2 = b2 + OB2. 

;
2

;
2

;
2

2
2
1,2

2
22

2
2 abKBaOBaBDOBaBD +=====  

2

2
2 abKB += . 

121. 
Решение: 

 
KC ⊥ CM (т.к. KC ⊥ АВС). 
∆KMC прямоугольный. 
MK2 = CK2 + MC2; MK2 = 144 + МС2; 
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103664 =+=AB  (см), ВМ=5 см. 

5
4cos,cos =∠=∠ B

AB
BCB . 

∆МВС, теорема косинусов:  
СМ2 = ВС2 + ВМ2 – 2 · ВС · ВМ · cos∠В; 

25
5
458225642 =⋅⋅⋅−+=CM ; 

MK2 = 144 + 25 = 169, следовательно, MK = 13 (см). 
Ответ: 13 см. 

122. 

 
Решение: 
Рассмотрим ∆DAC и ∆DCB. 
DC ⊥ CA, DC ⊥ CB – по условию, DC – общая, АС = ВС, то 

∆DAC = ∆DCB. Отсюда DA = DB. 

( ) 323161631616 2222 =⋅+=+== DBDA  (см). 

 
ОА = ОВ = ОС = R, R – радиус описанной окружности. 

α
=

sin
2 aR  (следствие из теоремы синусов); 

16

2
32

316
60sin2
316,

sin2 o
=

⋅

==
∠

= R
C

ABR . 

Итак, ОА = ОВ = ОС = 16 см. 
Итак, OK ⊥ OA, KO ⊥ OB. 
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∆KOA = ∆KOB (прямоугольные, равны по двум катетам), следо-
вательно, AK = KB. 

2022 =+== OKOAKBAK  см. 
Ответ: DA = DB = 32 см; AK = KB = 20 см. 

123. 
Дано: α, β ⊥ а. 
Решение: 
Смотри решение в учебнике на стр. 39. 

124. 
Дано: PQ || a; PP1, QQ1 ⊥ α. 
Решение: 
PP1 || Q1Q, как перпендику-

лярные одной плоскости. 
Следовательно, РР1 и QQ1 

принадлежат одной плоскости. 
Назовем ее β. Пусть P1Q1 – линия 
пересечения плоскостей α и β. 

Тогда P1Q1 || PQ. 
 

Таким образом, PQQ1P1 – параллелограмм, следовательно, PQ = 
=P1Q1. 

Что и требовалось доказать. 

125. 
Дано: PQ; PP1 || QQ1; PP1 = 21,5 см; PQ = 15 см; QQ1 = 33,5 см. 

PP1 || QQ1 как перпендику-
лярные одной плоскости. 

Значит, РР1 и QQ1 принад-
лежат плоскости β. 

Линия пересечения плоско-
стей α и β есть P1Q1, то  
PQQ1P1 – трапеция. 

 
 

Рассмотрим плоскость β. 
∆QSP есть прямоугольный 

треугольник и: 
SP = Q1P1 = 9 см (по теоре-

ме Пифагора). 
Ответ: SP = 9 см. 
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126. 
Дано: МВ ⊥ АВ, ВС; D ∈ AC. 
Решение: 
МВ ⊥ пл. АВС по признаку перпен-

дикулярности. 
По определению BD ⊥ MB. 
∆MBD – прямоугольный, ∠MBD = 

=90о. 
Ответ: треугольник MBD является 

прямоугольным.  
127. 

Дано: ∆АВС; ∠А + ∠В = 90о. 
Т.к. ∠А + ∠В = 90о, то ∠С = 90о (т.к. 

∠С=180о – (∠А + ∠В)= 90о). 
АС ⊥ BD – по условию; 
АС ⊥ ВС. 
Тогда, по признаку перпендикуляр-

ности прямой и плоскости, АС ⊥ пл. 
BDC (т.к. перпендикулярна двум пря-
мым в ней). 

 

Следовательно, АС ⊥ DC. 
Что и требовалось доказать. 

128. 
Дано: ABCD; т. О; МА = МС; МВ = MD. 
Решение: 
Точка М равноудалена от А и С, B и D. Значит, она лежит на сере-

динном перпендикуляре к АС и BD. То есть ОМ ⊥ АС, ОМ ⊥ BD. По 
признаку перпендикулярности прямой и плоскости ОМ ⊥ пл. АВС. 

Что и требовалось доказать. 
129. 

Дано: АМ ⊥ (ABCD); т. О. 
Решение: 
а) ВО ⊥ МО, ВО ⊥ АО, следова-

тельно, ВО ⊥ пл. МАО. 
б) Т.к. ВО⊥пл. МАО, то ВО⊥ОМ. 
Что и требовалось доказать. 
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130. 
Дано: ABCD – квадрат; ВМ; ∠МВА=∠МВС = 90о; МВ = m; AB = n. 

 
Решение 
а) 1) ∆МВА = ∆МВС по условию, МВ – общий; ВА = ВС есть 

стороны квадрата. 
Значит, 22 nmMAMC +== . 
2) ∆MBD является прямоугольным, т.к. МВ ⊥ пл. АВС и BD ⊂ пл. 

АВС. 
22 BDMBMD += , где 222 nnnBD =+= ; 

222 mnMD += . 
б) По определению перпендикуляра:  
ρ(М, BD) = MB = m. 
Рассмотрим ∆МВО и прямую АС. 
По свойству диагоналей квадрата ВО ⊥ АС; МВ ⊥ АС, т.к.  

МВ ⊥ АВС; МВ не перпендикулярна ВО, тогда АС ⊥ МВО. 
Значит, АС ⊥ МО. 
Тогда ρ(М, АС) = МО. 

∆МВО: 22 BOMBMO += ; 

2

2
2 nmMO += . 

Ответ: а) 22 nmMAMC +== ; 222 mnMD += ; 

б) ρ(М, BD) = m, ρ(M, AC) = 
2

2
2 nm + . 
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131. 
Дано: ABCD – тетраэдр; АВ = АС; DB = DC. 
Решение: 
∆АВС – равнобедренный, 

АМ – медиана, то и высота, то 
есть АМ ⊥ ВС. 

∆DCB – равнобедренный, 
DM – медиана, то и высота, то 
есть DM ⊥ BC. 

Т.к. MD и МА пересекаются, 
то по признаку перпендику-
лярности прямой и плоскости 
СВ ⊥ пл. AMD. 

Что и требовалось доказать. 

 

132. 

 
Решение: 
Пусть α || β, а прямая ВВ1 ⊥ α. Докажем, что ВВ1 ⊥ β. 
Проведем через ВВ1 плоскости M и N; 
BC || B1C1 и BD || B1D1. 
По условию ВВ1 ⊥ ВС и ВВ1 ⊥ BD (т.к. ВВ1 ⊥ α). 
ВВ1 ⊥ В1С1 и ВВ1 ⊥ B1D1. 
ВВ1 ⊥ β, т.к. В1С1 и В1D1 пересекаются и лежат в плоскости β. 

133. 
Задача решена в учебнике на стр. 40. 
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134. 
Дано: т. М; М ∈ а; b1… bn ⊥ a. 
Решение: 
b1 ⊥ a, b2 ⊥ a, M ∈ b1, M ∈ b2, 

т.е. b1 и b2 пересекаются. 
Из вышеперечисленных фак-

тов следует, что по признаку 
перпендикулярности прямой и 
плоскости прямая а перпендику-
лярна α. Через две пересекаю-
щиеся прямые можно провести 
плоскость, и притом единствен-
ную, следовательно, любая пря-
мая bn, проходящая через т. М и 
перпендикулярная к а, лежит в α. 

 

Предположим bn ⊄ α. 
То через b2 и bn можно провести плоскость γ и: 

γ⊥⇒
⎭
⎬
⎫

⊥
⊥ aba

ba
n

2 . 

Следовательно, через т. М проходит сразу две плоскости α и γ ⊥ а, 
а через любую точку пространства проходит единственная плоскость, 
перпендикулярная данной прямой. Значит, наше предположение не-
верно и bn ⊂ α. 

Что и требовалось доказать. 

135. 
Дано: а ⊥ α; а ⊥ b; b ∉ α. 
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Решение: 
Пусть М – точка пересечения а с α. N ∈ a. 
Проведем через т. N прямую c || b. 
В пл. α через т. М проведем прямую d1. 
Через т. N проведем прямую d || d1. 
а ⊥ d1, d1 || d, поэтому а ⊥ d. 
Т. о. а ⊥ β. (Через т. А проходит единственная β, перпендикуляр-

ная к а). 
α; β ⊥ а ⇒ α || β. 

ββαβ ||||,
|| bc

cb →
⎭⎬
⎫

⊂ , следовательно, b || α. 

Что и требовалось доказать. 

136. 
Дано: АХ = ВХ. 
Решение: 
Выясним, чем является Г М Т точек 

равноудаленных от А и В. 
ОА = ОВ. 
Утверждение задачи следует из того, 

что в каждой плоскости, проходящей 
через АВ и некоторую хn (см. рисунок), 
xn будет серединным перпендикуляром 
к АВ, то есть ГМТ, равноудаленный от 
А и В. 

 

137. 
Решение 
Пусть скрещивающиеся пря-

мые а и b лежат в параллельных 
плоскостях (известная теорема). 
1. Проведем через b пл. β; 
β || a. 
2. Проведем АА1⊥β и 
ВВ1⊥β. 
3. По теореме II А1В1 || АВ 
(если АВ ⊂ А1АВВ1 и АВ || β, то 
А1В1 || АВ). 

 

4. АВ || А1В1 и АВ ⊥ b, то А1В1 ⊥ b. 
5. Из т. С1 проведем С1С ⊥ β. Она пересечет АВ в точке С  
(b ⊥ пл. АС1А1. В пл. АС1А1 проведем С1С || A1A. Тогда b ⊥ С1С – по 
определению. Если найдется прямая С1С2 ⊥ β и С2 не совпадает с С, 
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тогда через т. С1 будет проходить 2 плоскости, перпендикулярные к 
b: пл. А1АВВ1 и пл. СС1С2; а это невозможно). 

Итак, b ⊥ С1С. 
6. b ⊥ А1В1, b ⊥ C1C и А1В1 ∩ С1С ⇒ b ⊥ А1АВВ1. 

Т.о. через а проходит плоскость ⊥ к b. 
Что и требовалось доказать. 

138. 
Дано: ∠АСВ = ϕ; АС = m; BC = d. 

 
СВ ⊥ α; СА – наклонная. 
а) ∆АВС – прямоугольный, т.к. ∠В = 90о. 
ВС = d (по условию). 

ϕ
=

cos
dAC ; АВ = d · tgϕ (из соотношений в прямоугольном тре-

угольнике). 
б) АС = m; 
CB = m · cosϕ; AB = m · sinϕ (из соотношений в прямоугольном 

треугольнике). 

Ответ: а) 
ϕ

=
cos

dAC ; АВ = d tgϕ; 

б) СВ = m cosϕ; AB = m sinϕ. 

139. 

 
Решение: 
а) МА = МС (по условию); 
∆МВА и ∆МВС – прямоугольные, МВ – общий катет, МА = МС, 

следовательно, ∆МВА = ∆МВС, значит, АВ = ВС. 
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б) ВА = ВС (по условию). 
Из равенства прямоугольных треугольников МВА и МВС следу-

ет, что МА = МС. 
в) МА > MC (по условию). 
По теореме Пифагора 

2222 ; MBMCBCMBMAAB −=−= . 
MA2 > MC2, поэтому МА2 – МВ2 > МС2 – МВ2, это означает, что 

АС2 > >BC2 ⇒ AB > BC. 
Что и требовалось доказать. 

140. 
В задаче некорректно условие (не хватает данных). 

141. 
Решение: 
АО – отрезок, О∈α, ρ(А, α)= 

= 6 см, ОМ=МА. Найти ρ(М, α). 
Проведем АВ ⊥ α и отрезок 

ВО. Получим плоскость АОВ. 
 

 
Из т. М проведем в пл. АОВ 

отрезок MN || AB, т. N – пересе-
чение отрезка с пл. α. Доказано 
(п. 21), что N ∈ ОВ, т.е. 
MN ⊂ пл. АОВ (см. учебник).  

MN – средняя линия ∆ОАВ (по теореме Фалеса ON = NB). 

36
2
1,

2
1

=⋅== MNABMN  см. 

Ответ: MN = 3 см. 

142. 
Дано: АА1 = 1 см; ВВ1 = 4 см. 
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Рассмотрим два случая: 
Случай I. Если АВ не пересекает α, то имеем: 
АА1 = 1 см, ВВ1 = 4 см, О – середина АВ; 
АА1 ⊥ α и ВВ1 ⊥ α, то АА1 || ВВ1. 
Согласно аксиоме, через АА1 и ВВ1 можно провести единствен-

ную плоскость АВВ1А1. 
В пл. АВВ1А1 проводим ОО1 || ВВ1. Согласно п. 21о, т. О ∈ А1В1. 
Значит, ОО1 ⊥ α, ОО1 – искомый отрезок. ρ(О, α) = ОО1. 

 
Т.о. ОО1 – средняя линия трапеции; 

;
2

11
1

BBAA
OO

+
=  ОО1 = 2,5 см. 

Случай II. АВ пересекает пл. α 

 
Продолжим О1О до пересечения с А1В и АВ1 в точках Е и F. 
АО = ОВ, ОО1 || BB1, то по теореме Фалеса AF = FB1. 
O1F || AA1, по теореме Фалеса А1О1 = О1В1. 

В ∆АА1В1: О1F – средняя линия, то есть 5,0
2

1
1 ==

AAFO см. 

∆АВВ1: OF – средняя линия, то есть 2
2

1 ==
BB

OF  (см). 

ОО1 = OF – O1F = 1,5 см. 
Ответ: 2,5 см или 1,5 см (в зависимости от того, пересекает ли 

АВ плоскость α). 

143. 
Дано: ∆АВС – правильный; МА = МВ = МС = 4 см; АВ = 6 см. 
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Проводим МО ⊥ пл. АВС. 
Т.к. равные наклонные имеют равные проекции, АО=ОВ=ОС= R, 

где R – радиус описанной окружности около ∆АВС. 

По следствию из теоремы синусов: ;
sin2 C

ABR
∠

=  

32
60sin2

6
o
==R  см. 

∆АОМ – прямоугольный, то 
ρ(М, (АВС)) = МО = ;22 AOAM −  МО = 2 см. 
Ответ: ρ(М; (АВС)) = 2 см. 

144. 
Задача решена в учебнике на стр. 44. 

145. 
Дано: ∆АВС; ∠С = 90о; ВС = а; DC = b. 

 
а) AD ⊥ пл. АВС, следовательно, AD ⊥ СВ; 
AD ⊥ BC, AC ⊥ CB, то по теореме о 3-х перпендикулярах  

DC ⊥ ВС, то есть треугольник CBD – прямоугольный. 
Что и требовалось доказать. 

б) ∠DCB = 90о, BD2 = DC2 + CB2; 22 baBD += . 

Ответ: 22 baBD += . 

 146. 
Дано: а ∩ α = М; а не перпендикулярна α. 
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Решение: 
Если бы через т. М проходили две прямые, перпендикулярные к а, 

тогда по признаку перпендикулярности прямой к плоскости должно 
быть а ⊥ α, а по условию а не перпендикулярна α. Т.о. b – единствен-
ная прямая, которая, проходя через т. М, перпендикулярна а. 

Что и требовалось доказать. 

147. 
Дано: МВ ⊥ (ABCD). 

 
AD⊥AB, AD⊥MB, то по теореме о 3-х перпендиулярах ∠MAD=90о. 
MB⊥DC, BC⊥CD, то по теореме о 3-х перпендикулярах ∠MCD=90о. 
Что и требовалось доказать. 

148. 
Дано: ∆АВС – правильный; МВ = ВС; AK ⊥ (АВС). 
Решение: 
АМ – медиана в правильном ∆АВС, то МА ⊥ ВС (так как МА и 

высота). 

 
MA ⊥ BC, KA ⊥ BC, то по теореме о 3-х перпендикулярах 

ВС ⊥ KM. 
Что и требовалось доказать. 

149. 
Дано: ∆АВС – равнобедренный; AD ⊥ (АВС); АВ = АС = 5 см;  

ВС = 6 см; AD = 12 см. 
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Решение: 
Проведем АЕ ⊥ ВС; в равнобедренном ∆АВС АЕ – высота и ме-

диана, ВЕ = ЕС = 3см. Из ∆СЕА ;22 ECACAE −=  

435 22 =−=AE (см). 
ВС⊥АЕ, ВС⊥DA, то по теореме о 3-х перпендикулярах ВС ⊥ DЕ. 

150. 
Дано: ABCD; KD = 6 см; KB = 7 см; KC = 9 см. 

 
Решение 
а) ρ(K, пл. ABCD) – KA, ибо KA ⊥ пл. ABCD – по условию. 
∆KDC – прямоугольный, ∠KDC = 90о (KA ⊥ DC, AD ⊥ DC – по 

теореме о 3-х перпендикулярах KD ⊥ DC). 

;22 KDKCDC −=  533681 =−=DC см. 
∠KAB = 90о. 

22 ABKBKA −= ;  АВ = DC; 
244549 ==−=KA см. 

б) Плоскость KAB || DC, т.к. DC || AB. Расстояние между двумя 
скрещивающимися прямыми ρ(AK, CD) = DA, ведь DA ⊥ пл. KAB. 

Из ∆DAK ;22 KADKDA −=  24436 =−=DA см. 
Ответ: KA = 2 см; 24=DA см. 
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151. 
Дано: CD ⊥ (АВС); DH – высота в ABD. 

 
Решение: 
Найдем проекцию границы ∆ABD на (ABC). 
Проекция DB на (АВС) – отрезок СВ; проекция DA на (АВС) – 

отрезок АС. АВ является своей проекцией. 
Т.о. проекция границы ∆DAB на пл. АВС есть стороны ∆АВС, 

внутренние точки ∆DAB проектируются во внутренние точки ∆АВС, 
тогда ∆АВС есть проекция ∆DAB на плоскость АВС. 

СН⊥АВ, DC ⊥ AB, то DH ⊥ AB (теорема о 3-х перпендикулярах). 
Таким образом, DH – высота ∆DAB. 
Что и требовалось доказать. 

152. 
Дано: ABCD; BF ⊥ (ABCD); BF = 8 дм; АВ = 4 дм. 
Решение: 

FA ⊥ AD, ρ(F, AD) = 54166422 =+=+ ABFB  дм. 
FC ⊥ DC; ρ(F, DC) = ρ(F, AD) = 54  дм (аналогично предыду-

щему пункту). 
ρ(F, AB) = ρ(F, BC) = 8 дм = ρ(F, BD) (т.к. это есть BF). 
BD⊥FB, FB ⊥ AC, то по теореме о 3-х перпендикулярах FO ⊥ AС. 

2424 =⋅=BD  дм; 2224
2
1

=⋅=BO  дм. 

;2⋅= ABBD  BDBO
2
1

= . 

FO = ρ(F, AC) = 2664822 =+=+ FBBO  дм. 

Ответ: 8 дм, 8 дм, 54 дм, 54  дм; 8 дм; 26 дм. 

153. 
Задача решена в учебнике. 
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154. 
Дано: BD ⊥ (ABC); BD = 9 см; АС = 10 см; ВС = ВА = 13 см. 

 
Решение: 
а) Проведем ВЕ ⊥ АС, СЕ = ЕА, так как ∆АВС – равнобедренный 

и высота является также медианой. 
BD⊥AC, BE⊥AC, то по теореме о 3-х перпендикулярах DE ⊥ AC. 

ρ(D, AC) = ;22 BEBDDE +=  

∆CBE: 22 ECBCBE −= ;  1225169 =−=BE  см. 
ρ(D, AC) = 1514481 =+=DE  см. 

б) 75
2
1510,

2
1

=
⋅

=⋅=∆ ACDACD SDEACS  см2 (т.к. АС – основание, 

DE – высота). 
Ответ: а) 15 см; б) 75 см2. 

155. 
Дано: ∆АВС; АС = СВ; АС = 4 см; 72=CM  см. 

 
Решение: 
CH⊥AB, МС⊥АВ, то по теореме о 3-х перпендикулярах МН ⊥ АВ. 

ρ(М, АВ) = 22 CHMCMH +=  (т.к. МН ⊥ АВ). 
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В ∆АВС: СН = ВС ⋅ sin45o = 22 см (соотношения в прямоуголь-
ном треугольнике). 

6828 =+=MH см. 
Ответ: 6 см. 

156. 

 
Проведем СН ⊥ АВ и DH. 

⎭
⎬
⎫

⊥
⊥

ABCH
ABDC  по теореме о 3-х перпендикулярах DH ⊥ AB  

(CH – проекция, DC – перпендикуляр). 
DH – искомое расстояние. 
Из ∆АВС: СН = m ⋅ sinϕ (соотношение в прямоугольном тре-

угольнике). 

В ∆DCH: ϕ+=+= 22222 sinmnCHDCDH . 

Ответ: ϕ+ 222 sinmn . 

157. 
Дано: OK ⊥ (ABCD); OK = 4,5 дм; АС = 6 дм. 

 
Решение: 
В (ABCD) проведем через т. О EF ⊥ AD, ОH ⊥ CD. 
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Диагонали ромба, во-первых, являются биссектрисами его углов; 
во-вторых, в точке пересечения делятся пополам. Следовательно, 
∆ОВЕ = ∆OBG = ∆ODH = 
=∆ODF, отсюда OF = OE = 
=OG = OH, утверждение а) 
доказано. Оно следует из ра-
венства треугольников. (KO – 
общий катет, ∆KOG = ∆KOE = 
=∆KOH = ∆KOF, отсюда KG=  
=KE = KH = KF). 

В ∆AOD: АО = 3 дм. OD = 4 дм. 6
2
1

=⋅= ODAOS AOD дм2. 

С другой стороны, 
2

ADOFS AOD
⋅

= . 

52516922 ==+=+= ODAOAD дм. 

65
2
1

=⋅⋅= OFS AOD  

Отсюда 4,2
5

12
==OF  (дм). 

OF = OH = 2,4 дм (из равенства ∆OFD и ∆OHD). 

Из ∆KOH: KH = ρ(K, DC) = ;22 OHKO +  

==
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+=

10
2601

100
5762025

5
12

2
94,25,4

22
22KH  

= 5,1 дм. 
Ответ: б) KН = 5,1 дм. 

158. 
Дано: ABCD – ромб; BM ⊥ (ABCD); АВ = 25 см; ∠BAD = 60о; 

ВМ = 12,5 см. 
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Решение: 
МВ ⊥ пл. ABCD, следовательно, МВ ⊥ АВ и МВ ⊥ ВС, 

следовательно, ρ(М, АВ) = ρ(М, ВС) = МВ = 12,5 (см). 
Проведем в пл. ABCD отрезки ВВ1 ⊥ AD и ВВ2 ⊥ CD. 
По теореме о 3-х перпендикулярах МВ1 ⊥ AD и МВ2 ⊥ DC. 
МВ1 = ρ(М, AD), МВ2 = ρ(М, DC). 
∠A = ∠С, АВ = ВС, поэтому ∆АВ1В = ∆СВ2В (т.к. ABCD – ромб). 

ВВ1 = ВВ2 = 25 ⋅ sin60о = 35,12
2
325 =⋅ (см) 

 
МВ2 и МВ1 – наклонные, их проекции (ВВ1 и ВВ2) равны, значит, 

и сами наклонные равны, то есть МВ1 = МВ2. 

( ) 2535,125,12
2222

1
2

1 =⋅+=+= BBMBMB  (см). 
Ответ: 12,5 см, 12,5 см, 25 см, 25 см. 

159. 
Дано: ВМ ⊥ (ABCD). 

 
Решение: 
МЕ – линия пересечения плоскостей AMD и ВСМ. В плоскости 

AMD проводим DE || AM. AM ⊥ AD – по теореме о 3-х перпендику-
лярах, то DE ⊥ AD. 

AD ⊥ MB, AD ⊥ AB, то по теореме о 3-х перпендикулярах 
AD ⊥ пл. АМВ. Отсюда следует, что МЕ ⊥ пл. АМВ (т.к. ME || AD). 

Что и требовалось доказать. 
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160. 
Дано: ρ(α; β) = d; d < AB; АВ = 13 см; d = 5 см. 
Решение 
Проведем BD ⊥ α и АС || BD. 

Отрезки параллельных прямых, 
заключенные между параллель-
ными плоскостями, равны: АС = 
=DB. К тому же DB || AC и BD ⊥ α, 
BD ⊥ β, AC ⊥ α и АС ⊥ β. Значит,  
d = AC = DB = ρ(α, β). ABCD – 
прямоугольник (АС и BD лежат в одной плоскости). 

122516922 =−=−= dABCB (см). 
Ответ: 12 см. 

161. 
Дано: ВА ∈ (CBD); ∠АВС = ∠ABD; 

∠АВС < 90о. 
Решение: 
Проведем АО ⊥ α. 
В пл. α проведем ОМ⊥СВ и ON⊥ BD. 
По теореме о 3-х перпендикулярах 

АМ ⊥ СВ и AN ⊥ BD. 
∆АВМ = ∆ABN. Поэтому МВ = NB. 
Проведем в пл. α отрезок ОВ. Рассмотрим ∆ОВМ и ∆OBN. 
У них сторона ОВ – общая, ВМ = BN (cм. выше), оба треугольни-

ка– прямоугольные. Следовательно, ∆ОВМ = ∆OBN, ∠ОВМ = ∠OBN 
и проекция ОВ наклонной ВА является биссектрисой ∠CBD. 

Что и требовалось доказать. 

163. 
Дано: АМ = d; ∠AMD = а) 45о; б) 60о; в) 30о. 

 
Решение: 

а) 
2

245coscos o dddMB =−=ϕ= ; 
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б) 
22

160cos o dddMB =⋅== ; 

в) 
2

3
2
330cos o dddMB =⋅== . 

Ответ: а) ;
2

2d  б) ;
2
d  в) 

2
3d . 

164. 
Дано: АМ = 2МВ. 

 
Решение: 

По условию MAMB
2
1

= . 

Из соотношений в прямоугольном треугольнике следует, что 

2
160cos,

2
1cos,cos o ==ϕϕ=

MA
MB . 

Ответ: 60о. 

165. 
Дано: ρ(А; γ) = d; ∠ABM = ∠АСМ = 30о; ∠ВМС = 120о. 

 
Решение: 
∆АМС = ∆АМВ, ВМ = МС = dctg30o = dd 33 =⋅ . 
Теорема косинусов для ∆ВМС: 
ВС2 = ВМ2 + МС2 – 2ВМ ⋅ МС ⋅ cos120o; 
ВС2 = 3d2 + 3d2 – 2d2 ⋅ 3cos120o = 6d2 + 6d2cos60o = 9d2; 

ddBC 39 2 == . 
Ответ: 3d. 
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166. 
Дано: α не параллельна β; α ∩ β = MN; AB ⊥ MN; AC ⊥ α. 
Решение: 
Проведем отрезок ВС. 
АС ⊥ α, АВ – наклонная, АВ ⊥ MN, 

то по теореме, обратной к теореме о 
3-х перпендикулярах, ВС⊥ MN. 

В ∈ MN; BA ⊥ MN; BC ⊥ MN, то 
отсюда заключаем, что ∠АВС – ли-
нейный угол двугранного угла 
AMNC (это следует из определения). 

167. 
Дано: DABC – тетраэдр; АМ = МС. 

Решение: 
∆ADC – равносторонний, DM – 

медиана, следовательно, DM ⊥ AC 
(т.к. DM еще и высота). 

∆АВС – равносторонний, ВМ – 
медиана, следовательно, ВМ ⊥ АС 
(т.к. ВМ – высота ∆АВС). 

∠DMB – линейный угол двугран-
ного угла BACD (по определению). 

Что и требовалось доказать. 

168. 
Решение: 
Известно, что М ∈ β, ρ(М, α) = d. 
MN ⊥ α – по условию (расстояние есть 

длина перпендикуляра). 
В пл. α проводим NE ⊥ AB; 

MN ⊥ α, NE ⊥ AB, то по теореме о 3-х 
перпендикулярах ЕМ ⊥ АВ, значит, ρ(М, АВ) = МЕ. 

Т.о. ∠MEN – линейный угол двугранного угла MABN, ∠MEN = ϕ 
(по условию). 

 

ϕ
=

sin
dME  (из соотношений в прямо-

угольном треугольнике). 

Ответ: 
ϕsin

d . 
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169. 
Решение: 
Пусть α и β пересекаются по АВ. 
Выберем произвольную т. О ∈ АВ. 
В пл. α проведем прямую CD че-

рез т. О так, чтобы CD ⊥ AB. 
В пл. β проведем луч OF так, 

чтобы OF ⊥ AB. 
Двугранному углу DABF соот-

ветствует линейный угол FOD; двугранному углу CABF соответст-
вует линейный угол FOC. 

Углы FOD и FOC – смежные, ∠FOD + ∠FOC = 180o. 
Сумма двугранных углов DABF и CABF равна 180о. 
Что и требовалось доказать. 

170. 
Дано: ∆АВС; АС ⊂ α; АВ = 2 см; ∠ВАС = 150о; ∠ВАСВ1 = 45о. 

 
Решение 
Проведем BD ⊥ AC. По теореме о 3-х перпендикулярах BD ⊥ AC. 

∠ВАС = 150о. 
 
ρ(В, АС) = BD. 
∠BAD = 180о – 150о = 30о, 

12
2
1

2
1

=⋅== ABBD (см). 

 
По условию ∠B1DB = 45o, так 

как ∠B1DB – линейный угол двугранного уг-
ла ВАСВ1. 

Т.о. ρ(В, α) = ВВ1 = DB ⋅ sin45o = 
2
2 (см). 

Ответ: ρ(В, АС) = 1 см, ρ(В, α) = 
2
2 см. 
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171. 
Дано: ∠(АС; α) = 30о. 

 
Решение: 
Проведем СО ⊥ α; проведем отрезки ОА и ОВ. 
∠ОАС = 30о (по условию), т.к. это и есть угол между катетом и 

плоскостью α. 

ACCO
2
1

= (катет, лежащий против 

угла 30о, равен половине гипотенузы). 
Проведем ОМ ⊥ АВ. 
СО⊥АВ, ОМ⊥АВ, то по теореме о 3-х перпендикулярах СМ ⊥ АВ. 

Из ∆АМС: 
2

45sin o CACACM =⋅=  

∠СМО – линейный угол двугранного угла. 
∠(α; (АВС)). 
∆МСО – прямоугольный, т.е. ∠СОМ = 90о. 

;
2
2

2
:

2
sin;sin ===

ACAC
MC
OC ϕϕ  

ϕ = 45о (ϕ ≠ 135о, так как ∆СМО – прямоугольный). 
Ответ: 45о. 

172. 
Дано: АС ⊂ α; ∆АВС, ∠С = 90о; ∠(α; (АВС)) = 60о; АС = 5 см; 

АВ = 13 см. 
Решение: 
Проведем ВМ ⊥ α. 
ВМ ⊥ α, ВС – наклонная, АС ⊥ ВС, то по теореме, обратной к 

теореме о 3-х перпендикулярах, АС ⊥ МС. 
∠ВСМ – линейный угол двугранного угла ВАСМ. По условию он 

равен 60о. 
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ρ(В, α) = ВМ. 

Из ∆АВС: 12513 22 =−=BC (см). 

 
ВМ = 12sin60o = 36 (cм). 
Ответ: 36 см. 

173. 
Дано: ABCD – тетраэдр; CD⊥(ABC); АВ=ВС = АС = 6; 73=BD . 

Определим линейную меру двугран-
ного угла DACB. 

ADC ⊥ пл. АВС, тогда двугранный 
угол DACB и соответствующий ему ли-
нейный угол DCB равны 90о. 

Определим линейную меру двугран-
ного угла DABC. 

Проведем отрезок СМ ⊥ АВ, соединим 
точки М и D. 

DC⊥AB, CM⊥AB, то по теореме о 3-х перпендикулярах, АВ⊥DM. 
По определению, ∠DMC – линейный угол двугранного угла 

DABC. 
СМ = АС = sin60o = 33 ; 

36
2
1

2
1

=⋅=== ACAMMB . 

По теореме Пифагора: 

3327366322 ==−=−= BCBDDC . 

Тогда 1tg ==∠
CM
DCDMC . 

Отсюда ∠DMC = 45о. 
Определим линейную меру двугранного угла BDCA. 
BC ⊥ DC, AC ⊥ DC, то ∠АВС – линейный угол двугранного угла 

BDCA, ∠АСВ = 60о. 
Ответ: 90о, 45о, 60о. 
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174. 
Дано: ABCD; АС=СВ = 5; 55=DB . 
Решение: 
Построим линейный угол двугранно-

го угла ABCD. 
АС ⊥ СВ по условию, следовательно, 

надо найти еще один отрезок, перпен-
дикулярный СВ. 

Нам по условию даны несколько 
прямоугольных треугольников; подсчи-
таем остальные ребра тетраэдра по теореме Пифагора: 

2550252522 ==+=+= CBACAB ; 

3522 =−= ABDBAD ; 5522 =+= ABADDB ; 

10535 2222 =+⋅=+= DAACDC . 
Заметим, что в ∆DBC DB2 = DC2 + BC2. То есть ∠DCB = 90о. 
BC ⊥ AC, BC ⊥ DC, то по признаку перпендикулярности прямой 

и плоскости ВС ⊥ пл. ADC, следовательно, ∠ACD – линейный угол 
двугранного угла ABCD. 

2
1cos ==∠

DC
ACACD , отсюда ∠ACD = o60

2
1arccos =  (т.к. угол 

острый). 
Ответ: 60о. 

175. 
Решение: 
Построим SO ⊥ пл. АВС. 
SA, SB, SC – наклонные, а рав-

ные наклонные имеют равные 
проекции, поэтому АО=ВО = СО; 
поэтому в пл. АВС АО = R, R – ра-
диус описанной окружности. 

∆АВС – правильный; про-
должим АО, СО и ВО до пересе-
чения их со сторонами треугольника. 

ВВ1 ⊥ АС, СС1 ⊥ АВ, АА1 ⊥ ВС (из свойств правильного тре-
угольника). 

Соединим точки S и В, А1 и S, С1 и S. 
∠SB1O – линейный угол двугранного угла SAСВ. 
∠SC1О – линейный угол двугранного угла SABC. 
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∠SA1O – линейный угол двугранного угла SBCA (по определе-
нию). 

∆ОВ1S = ∆OC1S = ∆OA1S – по двум катетам (ОВ1 = ОС1 = ОА1 = r, 
r – радиус вписанной окружности в ∆АВС, SO – общий катет), 
∠SB1O = ∠SC1O = ∠SA1O (из равенства треугольников). 

Раз все ребра тетраэдра равны, то доказанное выше справедливо 
и для всех двугранных углов. 

Поэтому все двугранные углы равны. 
Отыщем один из линейных углов двугранного угла, например, 

∠SA1O двугранного угла SBCA. 
Пусть а – ребро тетраэдра, то имеем 

∆BSC: 
2

3
2
360sin o

1
aaaSA =⋅== ; 

∆АВС: 
322

3
3
1

3
1

11
aaAAOA =⋅== ; 

∆SA1O: 
3
1

2
3:

32
cos;cos

1

1 ==ϕ=ϕ
aa

SA
OA . 

ϕ – острый угол. 

Отсюда: 
3
1arccos=ϕ . 

Ответ: 
3
1arccos=ϕ . 

176. 
Дано: ABCD – ромб; ∠(BADM) = 60о; ∠BAD = 45о;  
ρ(В; (ADM)) = 34 . 
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Решение: 
Построим BK ⊥ AD. 
В пл. ADM проведем KL ⊥ AD. 
∠BKL – линейный угол двугранного угла BADM. ∠BKL = 60о (по 

условию). 
В пл. BKL опустим на KL перпендикуляр ВО. 
Докажем, что ВО ⊥ пл. ADM. 
а) AD ⊥ BK, AD ⊥ KL, то AD ⊥ пл. BKL, следовательно, AD пер-

пендикулярна всем прямым в плоскости BKL, то есть AD ⊥ ВО. 
б) BO ⊥ AD, BO ⊥ KL, то ВО ⊥ пл. AMD. 
Итак, ρ(В, пл. AMD) = 34  = ВО. 

8
3

234
60sin
34

o
=

⋅
==BK . 

В пл. ABCD 

o45sin
1

⋅= BKAB ; 

28=AB . 
Ответ: 28=AB . 

177. 
Решение: 
Пусть α и β пересекаются по 

линии АВ, γ ⊥ АВ (на рисунке не 
показана). 

АВ ⊥ γ, АВ ⊂ α, то по теореме 
п. 23 γ ⊥ α. 

АВ ⊥ γ, АВ ⊂ β, то по теореме 
п. 23 γ ⊥ β. 

Что и требовалось доказать. 

179. 
Дано: α, β, α ⊥ β. 
Решение: 
Пусть АВ ⊄ α (где АВ – перпендикуляр β, проведенный через 

А ∈ α). 
DE – линия пересечения α и β. 
Проведем в пл. α АС ⊥ DE, a в пл. β (через построенную т. С) 

CF ⊥ DE. 
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∠ACF – линейный угол дву-
гранного угла ADEF, ∠ACF = 90o. 

АС⊥DE, AC⊥ CF, то АС ⊥ пл. β. 
Из точки А проведены 2 раз-

личных перпендикуляра к пл. β, 
что невозможно. 

Наше допущение неверно, 
АВ ⊂ α. 

Что и требовалось доказать. 

181. 
Дано: α ∩ β = а; МА ⊥ α; 

МВ ⊥ β; а ∩ (АМВ) = С. 
Решение: 
МВ ⊥ а, МА ⊥ α, то пл. 

АМВ⊥а и пл. АМВ⊥β, АМВ⊥ α. 
Построим точку С: 
проведем BK ⊥ α и достро-

им отрезок AK до пересечения 
его с прямой а в т. С (через 
BK || MA проходит единствен-

ная плоскость BKAM, перпендикулярная к α и β). Т. С – искомая. 
а ⊥ пл. АМВ, МС ⊂ пл. АМВ, то а ⊥ МС, т.к. а перпендикулярна 

всем прямым, лежащим в пл. АМВ. 
Что и требовалось доказать. 

182. 
Дано: α ⊥ β; α ∩ β = а; МА ⊥ α; 

МВ ⊥ β; АМ = m; BM = n. 
Решение: 
В α проведем АС || MB; в β про-

ведем отрезок ВС. 
АМ || BC. 
BM || AC, AM || BC, 4-угольник 

АСВМ – параллелограмм. 
Раз МА ⊥ α, то ∠МАС = 90о. 
АСВМ – прямоугольник. 

Раз МВ ⊥ β, то МВ ⊥ а, и поскольку МА ⊥ α, то МА ⊥ а. Отсюда 
пл. АМВ ⊥ а. 

а ⊥ пл. АМВ; 
МС ⊂ пл. АМВ, отсюда а ⊥ МС, r(M, а) = МС. 
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По теореме Пифагора: 2222 nmACMAMC +=+= . 

Ответ: 22 nmMC += . 

183. 
Дано: α ∩ β = а; α; β ⊥ γ. 
Решение: 
Докажем следующее: 
если две плоскости (α и β) взаимно перпендикулярны и к одной 

из них (к β) проведен перпендикуляр (АВ), имеющий общую т. (А) с 
другой плоскостью (α), то этот перпендикуляр весь лежит в этой 
плоскости (α).  

Это утверждение доказано в 
задаче 179. 

Выберем произвольную т. А 
на линии пересечения α и β. 

Проведем перпендикуляр к 
пл. γ. 

По доказанному выше, этот 
перпендикуляр должен принад-
лежать и пл. α и пл. β, то есть 
он сливается с линией пересечения плоскостей, то есть с АВ. 

Утверждение доказано. 

184. 
Дано: АВ = 10 см; ∆АВС; ∆ABD. 
Решение: 
а)  

 
Построим СМ ⊥ АВ и отрезок MD. 
В равностороннем ∆АВС: СМ – высота, значит, и медиана, 

АМ = МВ = 5 см. 
В ∆ABD: DM – медиана и высота, то есть MD ⊥ АВ. 
∠CMD – линейный угол внутреннего угла CABD, ∠CMD = 90о. 
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35,3560sin10 o === MDCM (см); 

65235 =⋅=CD (см) (по теореме Пифагора для ∆CMD). 
б) 

Построим СМ ⊥ АВ; СМ – высо-
та и медиана в равнобедренном 
∆АСВ; проводим отрезок DM, DM – 
медиана в равнобедренном ∆ABD, 
следовательно, и высота, MD ⊥ AB. 

Очевидно, СМ = АМ = 5 см, 
MD = 5 см, 25=CD см (по т. Пи-
фагора для ∆CMD). 

Ответ: а) 65 см; б) 25 см. 

185. 
Задача решена в учебнике на стр. 52. 

186. 
Решение: 
По условию даны скрещивающиеся прямые а и b. Построим 

прямую, пересекающую обе данные прямые и перпендикулярную к 
ним. 

 
Проведем через прямую а. α || b. Из произвольных точек А ∈ b, 

B ∈ b проведем АА1 ⊥ α и ВВ1 ⊥ α. Соединим А1 и В1 отрезком и 
найдем точку С1 пересечения прямых А1В1 и а. Через т. С1 проведем 
прямую, перпендикулярную α. Эта прямая: 

1) пересекается с прямой b в некоторой точке С 
(плоскости А1АВВ1 и α взаимно перпендикулярны; через 
т.С1 ∈ пл. А1АВВ1 проведена прямая, перпендикулярная α. Эта 
прямая будет лежать в пл. А1АВВ1 (Это доказано в задаче 179). 
Эта прямая C1C || A1A || B1B. С1С пересечет b); 

2) С1С ⊥ а, С1С ⊥ b (раз С1С ⊥ α, то С1С ⊥ а, b || α; по 
теореме II А1А || b. Раз С1С ⊥ α, то С1С ⊥ А1В1 и С1С ⊥ b). 
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Прямая С1С – искомая. 
Отрезок С1С меньше всех других отрезков, которые можно полу-

чить, соединяя точки прямой а с точками прямой b. Например, возьмем 
т. Е ∈ а, т. F ∈ b, проведем отрезок EF и докажем, что EF > C1C. 

Проведем FF1 ⊥ α. Тогда FE > FF1. Но FF1 = C1C, следовательно, 
EF > C1C. 

Вывод: С1С – единственная, т.к. все остальные отрезки длиннее 
СС1, поэтому не могут являться общим перпендикуляром к а и b 
(т.к. это кратчайшее расстояние). 

Что и требовалось доказать. 

187. 
Дано: а) 1, 1, 2; б) 8, 9, 12; в) 39 , 7, 9. 
Решение 
По теореме п. 24 имеем: 

а) 6211 222
1 =++=d ; 

б) 1714481641298 222
2 =++=++=d ; 

в) 138149393 =++=d . 

Ответ: а) 6 ; б) 17; в) 13. 

188. 
Решение: 

332222 aaaaad =⋅=++= . 
Ответ: 3a . 

189. 
Решение: 
Пусть ρ(А1, пл. ABCD) = ρ(А1, пл. 

ВВ1С1С) = ρ(А1, пл. DD1C1C) = x. 
а) По т. Пифагора: 

х2 + х2 = m2, 
2

2mx = . 

б) d2 = x2 + x2 + x2 (по т. Пифагора). 

Отсюда: 
3

3dx = . 

Ответ: а) 
2

2m ; б) 
3

3d . 
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190. 
Дано: ABCDA1B1C1D1. 

 
Решение: 
а) ∠А1В1С1 – линейный угол двугранного угла АВВ1С, ∠А1В1С1 = 

=90о, т.к. данная фигура – куб. 
б) Надо найти угол между плоскостями AA1D1D и BDD1B1. 
∠ADB – линейный угол двугранного угла ADD1B; ∠ADB = 45о. 
в) Проведем B1K; проведем KE || AA1; проведем диагональ квад-

рата ВЕ. Требуется найти линейную меру двугранного угла между 
плоскостями АА1В1В и KB1BE. А1В1 ⊥ ВВ1, 
B1K ⊥ ВВ1. 

Таким образом, ∠А1В1K – линейный угол 
двугранного угла ABB1K. 

Пусть ребро куба равно а, тогда 

2
1,

2
1 arctgtg == ϕϕ . 

Ответ: а) 90о; б) 45о; в) 
2
1arctg . 

191. 
Дано: ABCDA1B1C1D1. 
Решение: 
Используя известные свойства куба, 

можем заключить, что A1D ⊥ AD1, 
A1D ⊥ AB, A1D ⊥ пл. ABC1D1. 

По теореме п. 23 плоскости АВС1D1 
и DA1B1C взаимно перпендикулярны. 

Что и требовалось доказать. 
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192. 

 
Решение: 
У куба все углы между диагональю и гранями одинаковы. Най-

дем, например, угол между диагональю А1С и пл. ABCD, все ос-
тальные будут ему равны. 

Из прямоугольного ∆АА1С 

2
2

2
1tg

22
1 ==

+
==ϕ

aa

a
AC
AA . 

Ответ: 
2
2 . 

193. 
Дано: АВCDA1B1C1D1; D1B = d; AC = m; AB = n. 

 
Решение: 
а) ρ(А1С1, пл. АВС) = АА1 = х. 

222
1

22 xACDDBDd +=+= . 

б) ρ(пл. АВВ1, пл. DCC1) = AD, 22 nmAD −=  (по т. Пифагора). 
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в) Проведем D1E1 ⊥ A1C1 и DE ⊥ AC. ρ(DD1, пл. АСС1) = DE = y. 
Из ∆AED: y = AD · sinα, где α - угол DAC. 

 
22,sin nmAD

m
n

AC
CD

−===α ; 

Подставляя эти выражения в предыдущее равенство: 

m
nmny

22 −
= . 

Ответ: а) 22 md − ; б) 22 nm − ; в) 
m

nmn 22 − . 

194. 

 
Решение: 
а) Найдем, например, ρ(АА1, B1D). 
АА1 || DD1, поэтому АА1 || пл. BB1D1D. Проводим AE ⊥ BD. 
Важно заметить, что в силу свойств куба точка Е будет середи-

ной BD, то есть центром нижней грани куба. 
AE ⊥ BD, AE ⊥ D1D, то АЕ ⊥ BB1D1D. 

ρ(АА1, B1D) = AE, 
2

2
2
1

2
1 22 aaaACAE =+⋅== . 

б) Проводим через АС плоскость, параллельную B1D. Для этого 
проведем в плоскости BB1D прямую EK || B1D. Соединим А и K, С и 
K; пл. AKC || B1D по теореме I. 

Рассмотрим BB1D. 
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ВВ1 = а, 2aBD = . 
KE – средняя линия в ∆BB1D. Искомое расстояние х = ЕМ,  

ЕМ ⊥ B1D по построению. 

( ) 32
22

1 aaaDB =+= . 

В ∆B1BD sin∠B1DB = 
3

1
31

1 ==
a

a
DB
BB ;  

в ∆MDE: 
a

x
a

x
a

xMDE 2
2

2

2
2

sin ===∠ .  

Получим уравнение: 

3
12

=
a

x , отсюда 
6

6ax = . 

Ответ: а) 
2

2a ; б) 
6

6a . 

195. 
Дано: ABCDA1B1C1D1; АС = 12 см; ∠(BD1, (AA1D1D)) = 30o; 

∠(BD1, DD1) = 45о. 

 
Решение: 
АВ ⊥ пл. АА1D1D, поэтому отрезок AD1 есть проекция BD1 на 

плоскость грани AA1D1D. 
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Так как диагонали прямоугольного параллелепипеда равны, то 
D1B = АС1 = 12 см. 

 
АВ = 6 см (т.к. он лежит против угла 30о, то равен половине ги-

потенузы). 

 
Из ∆BDD1 – прямоугольного:  
BD = D1D = 12sin45o = 26  (см); 261 =DD  см. 

 
По теореме Пифагора: 

6626 2222 =−⋅=−= ABBDAD  (см); 
AD = 6 см. 
Ответ: 6 см, 6 см, 26 см. 

196. 

 
Решение: 
а) АС ⊥ BD – по свойству диагоналей квадрата (они перпендику-

лярны). 

⎭
⎬
⎫

⊥
⊥

DDAC
BDAC

1
 → АС ⊥ пл. BB1D1D. 
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Так как пл. АА1С1С проходит через АС, то пл. АА1С1С ⊥ пл. 
BB1D1D. Плоскость АА1С1С – искомое сечение. 

б)  

 
DA1 ⊥ AD1, DA1 ⊥ AB, то A1D ⊥ пл. AD1B. 
Плоскости АВС1D1 и A1B1CD – перпендикулярны (т.к. A1B1CD 

проходит через прямую A1D ⊥ пл. AD1B). 
4-угольник ABC1D1 – искомое сечение. 

ВОПРОСЫ К ГЛАВЕ II 

1. 
В пространстве – утвержде-

ние неверно; в плоскости- ут-
верждение справедливо. 
 

 
2. 

а) Нет; 
б) нет. Пример изображен 

на рисунке ниже: 
 

 
А1В1 ⊥ ВС, однако А1В1 не 

пересекает пл. ABCD. 
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3. 
Если a||b, то, поскольку а⊥α 

то и b ⊥ α, но по условию b не 
перпендикулярна α. 

Ответ: нет. 
 

 
4. 

Да. Пусть K – точка пересече-
ния b и α. Параллельно перенесем 
прямую а так, чтобы она прошла 
на пл. α через т. K: K ∈ a′, a′ || a. 
Раз b ⊥ α, то b ⊥ a′. Отсюда заклю-
чаем, что b ⊥ a. 
 

 

5. 

 
Да, существует. В прямоугольном параллелепипеде: 

 
A1B1 || пл. ABCD, ВВ1 ⊥ пл. ABCD, а В1С1 ⊥ А1В1 и В1С1 ⊥ В1В. 

6. 
Пусть m ⊥ α, n ⊥ α; M ∈ a, N ∈ a. 
Раз m ⊥ α, n ⊥ α, то m || n. 
Пусть Р ∈ m. Если плоскость (PMN) проходит через перпенди-

куляр (РМ) к другой плоскости (α), то она перпендикулярна к этой 
плоскости. Итак, пл. PMN ⊥ α. 

Если две плоскости (PMN и α) взаимно перпендикулярны и к 
одной из них (к α) проведен перпендикуляр (прямая n), имеющий 
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общую точку (N) с другой плоскостью (PMN), то этот перпендику-
ляр весь лежит в плоскости (PMN). 

Таким образом, любая прямая, перпендикулярная данной плос-
кости, лежит в плоскости PMN. 

 
Ответ: верно. 

7. 

 
а) да;  б) да. 
Ответ: а) да; б) да. 

8. 
Можно. Пример – вершина куба. 

9. 
Т.к. АС ⊥ BD и BD ⊥ α, то АС || α, либо лежит в ней. 

 
Ответ: параллельно плоскости, или лежит в плоскости. 
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10. 
а)  

 
Тетраэдр имеет 6 двугранных углов (по одному при каждом ребре). 
б) 

 
Параллелепипед имеет 12 двугранных углов (по одному при ка-

ждом ребре). 
Ответ: а) 6; б) 12. 

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ II 

197. 
Дано: ВМ ⊥ (ABCD). 

 
Решение: 
CD ⊥ BC, CD ⊥ MB, то CD ⊥ пл. МВС. 
Что и требовалось доказать. 

198. 
Дано: А ∈ α; ρ(В, α) = 9 см; МА : МВ = 4 : 5. 
Решение: 

 

StudyPort.ru



 99

1. Проведем ВС ⊥ α и СА, ВС ⊥ СА, раз ВС ⊥ α; пл. 
АВС ⊥ α (т.к. проходит через прямую, перпендикулярную α). 

2. Из т. М проводим МЕ ⊥ α, МЕ ⊂ пл. АВС (согласно 
известному утверждению). 

3. Решим планиметрическую задачу: 
∆АВС ~ ∆АМЕ; 

;
4
91; =+=

+
==

AM
BM

AM
MBAM

AM
AB

ME
BC

AM
AB

4
9

94,9
4
9

=
⋅

== ME
ME

(см). 

Ответ: 4 см. 

199. 
Дано: SA = SB = SC. 
Решение: 

1. ∆ASB – равнобедренный, SM – медиана, поэтому 
SM ⊥ AB (это высота). 

2. Проведем отрезок СМ. в пл. SCM проведем 
SO ⊥ СМ. Точку О соединим с вершинами А, В и С. 

AS, BS, CS – равный на-
клонные, поэтому их проекции 
также равны, то есть ОА = ОВ= 
= ОС = R, R – радиус описан-
ной окружности около ∆АВС. 

Итак, SM ⊥ пл. АВС. 
Что и требовалось доказать. 

200. 
Решение: 
Пусть SO ⊥ α – данная прямая, а α – 

плоскость многоугольника 
Пусть на плоскости α имеется вписан-

ный в окружность n-угольник (не обяза-
тельно правильный n-угольник); т. О – 
центр описанной окружности. 

Рассмотрим ∆A1OS, ∆A2OS, …, ∆AnOS. 
Они – прямоугольные, ОА1 = ОА2 = … = 
=ОАn – как радиусы окружности, SО – об-
щий катет. Все треугольники равны, по-
этому наклонные SA1, SA2, …, SАn тоже 
равны. Это суть утверждение задачи. 
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201. 
Решение: 

1. Проведем РМ ⊥ α и QN ⊥ α; через середину АВ – 
точку О – проведем отрезки OQ и ОР, соединим точки О и N, О 
и М. 

OQ ⊥ AB – по свойству медианы в равнобедренном ∆ABQ. 
OP ⊥ АВ – по свойству медианы в равнобедренном ∆АВР. 
РМ ⊥ АВ, PQ ⊥ AB, то МО ⊥ АВ по теореме, обратной к теореме 

о 3-х перпендикулярах; 
OQ ⊥ AB, QN ⊥ AB, то NO ⊥ АВ по теореме, обратной к теореме 

о 3-х перпендикулярах. 
В α через т. О к отрезку АВ 

можно провести единственный 
перпендикуляр, поэтому точки 
М, О, N лежат на одной прямой 
MN. 

PM || QN, через них можно 
провести единственную плос-
кость MPQN, АВ ⊥ пл. MPQN. 

Рассмотрим два случая: 
Случай I. PQ || a. 

Тогда РМ = QN, MN || PQ и угол между PQ и АВ равен углу меж-
ду MN и АВ. А угол между MN и АВ равен 90о. 

Случай II. Продолжение PQ пересекает плоскость α. 
Тогда MN есть проекция продолженного отрезка PQ на пл. α. 
MN ⊥ AB, PM ⊥ АВ, то (PNM) ⊥ AB и PQ ⊥ АВ ⇒ АВ ⊥ PQ. 
Ответ: 90о. 

202. 
Дано: ∆АВС, АС⊥ВС, SA = SB = 

=SC = 10 см; СМ = 5 см – медиана. 
Найти ρ(S, пл. АВС). 
Решение: 
Прямая SM, где М – середина 

гипотенузы АВ, перпендикулярна к 
пл. АВС (в задаче 199 дано доказа-
тельство этого утверждения). Итак, 
SM ⊥ пл. АВС. 

35752510022 ==−=−= AMSASM (см). 
Ответ: 35 см. 
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203. 
Дано: OK ⊥ (АВС); АВ = ВС = 10 см; 

АС = 12 см; OK = 4 см. 
Решение: 
В точки касания сторон ∆АВС с ок-

ружностью проводим отрезки ОЕ1, ОЕ2 
и ОЕ3. 

KO ⊥ (ABC), OE1 ⊥ BC, OE2 ⊥ AB, 
OE3 ⊥ AC, то по теореме о 3-х перпен-
дикулярах, KE1 ⊥ BC, KE2 ⊥ BA, 
KE3 ⊥ AC. 

Т. о. KE1, E2K и KE3 суть искомые 
расстояния. Поскольку проекции этих отрезков на плоскость ∆АВС 
равны (они равны r – радиусу вписанной окружности), то и отрезки 
равны: 

KE1 = KE2 = KE3; 

16
2

32
2

12102, ==
+⋅

== p
p
Sr (см). 

Применим формулу Герона: 
( )( )( )ACpBCpABppS −−−= ; 

=⋅⋅⋅= 46616S 6 · 4 · 2 = 48 (см2); 3
16
48

==r (см); 

525916; 3
22

3 ==+=+= KErOKKE см. 
Ответ: 5 см. 

204. 
Решение: 
а) ОА = ОВ = ОС = R, R – радиус описанной окружности около 

∆АВС, поэтому МА = МВ = МС = 
ϕsin

a ; 

ρ(М, А) = ρ(М, В) = ρ(М, С) = 
ϕsin

a . 
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В правильном ∆АВС: СЕ ⊥ АВ, ОЕ = r, r – радиус вписанной ок-
ружности. 

МЕ ⊥ АВ (по теореме о 3-х перпендикулярах), следовательно, 
ρ(М, АВ) = МЕ. Раз ∆АВС – правильный, то ρ(М, АВ) = ρ(М, АС) = 
=ρ(М, ВС). 

В ∆АВС: ОС = aсtgϕ, ECOCRECOE
3
2,

3
1

=== . 

Из уравнения ECa
3
2ctg =ϕ  получаем, что ϕ⋅= ctg

2
3aEC ; 

2
ctgϕ

==
arOE . 

Из ∆МОЕ: ϕ+=+= 222 ctg4
2
aOEOMME . 

б) Длина окружности С = 2πR = 2π · OC;  

ϕϕπ ctgπctg aaC 2
2

3
3
22 =⋅⋅= . 

в) ϕctgctg o aCEBEABS ABC 2
360;

4
32

=⋅== . 

ϕ= ctg3aAB ; 

4
3ctg3 22 ⋅ϕ

=
aSABC . 

Ответ: а) ϕ+
ϕ 2ctg4

2
;

2
ctg aa ; б) 2πаctgϕ; в) ϕ22ctg

4
33 a . 

205. 
Решение: 
Проведем СЕ ⊥ АВ и отрезок DE. 

 
По теореме о 3-х перпендикуляра DE ⊥ АВ, DE – высота в тре-

угольнике ADB. 
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BACCEBCACAB ∠===+= cos

213
322  (что следует из подо-

бия ∆АСЕ ~ ∆АВС и 
BC
CE

AB
AC

= ). Отсюда 
13
6

=CE (дм). 

∆DCE – прямоугольный. Тогда по теореме Пифагора: 

13
7

13
3611 2 =+=+= CEDE (дм); 

5,3
13
713

2
1

2
1

=⋅⋅=⋅⋅= DEABS ADB (дм2). 

Ответ: 3,5 дм2. 

206. 
Решение: 
В ∆АВС против меньшей стороны лежит меньший угол (что сле-

дует из известной теоремы синусов). 
Проведем АЕ ⊥ ВС и МЕ. По теореме о 3-х перпендикулярах 

МЕ ⊥ ВС, ρ(М, ВС) = МЕ. 

 
Применим формулу Герона: 

( )( )( )ACpBCpABppSABC −−−= . 
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С другой стороны, AEAEBCS ABC 4
2
1

=⋅= . 

20
2

81715
=

++
=p (см). 

6036100123520 =⋅=⋅⋅⋅=ABCS (см2); 
4АЕ = 60, АЕ = 15 (см). Тогда по теореме Пифагора: 

25625225400;22 ==+=+= MEAEMAME (см). 
Ответ: 25 см. 

207. 
Решение: 

 
МО ⊥ пл. АВС, поэтому ∆MOL = ∆MOF = ∆МОЕ (по катету и 

гипотенузе).  
ОЕ = OF = OL = r, r – радиус вписанной окружности; r = S/p. 

18
2

36
==p см, 

МО⊥АС, OF⊥АС, то MF ⊥ AC по теореме о 3-х перпендикулярах. 

 
6043585518 =⋅⋅=⋅⋅⋅=S (см2); 

3
10

18
60

===
p
Sr (см); 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−=

2222
22

3
10

3
26

3
10

3
28OEMEMO  

= 81636
3
1

=⋅ см. 

Ответ: 8 см. 
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208. 
Решение: 
∆LOK и ∆MOK – прямоуголь-

ные (по условию, т.к. KO ⊥ α). 
Из ∆LOK: KL = 29  (т.к. KL = 

=KO : sin45o). 
Из ∆MOK: KM = 2 · OK = 2 · 9= 

= 18 (т.к. OK лежит против угла 
30о). 

∆KLM по условию прямо-
угольный, 

( ) 691829 2222 =+=+= MKKLLM (см). 

Ответ: 69 см. 

209. 
Решение: 
Проведем СЕ ⊥ α, BK ⊥ α. 

Пусть АВ = АС = а; тогда 
BK = asin40o; CE = asin50o. 
Так как sin50o > sin40o, то 

CE > BK. 
Ответ: расстояние от точки 

С больше. 

210. 
Решение: 

 
1. Выберем произвольную т. М ∈ Р. 
2. Проводим МТ ⊥ АВ. 
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В пл. АВН проводим KT ⊥ АВ. 
В пл. ABQ проводим TL ⊥ AB. 

3. ∠KTL – линейный угол двугранного угла HABQ; 
∠KTM – линейный угол двугранного угла НАВР; 
∠MTL – линейный угол двугранного угла PABQ; 
∠KTM = ∠MTL – как линейные меры равных двугранных углов. 

4. В пл. KTL проводим MK ⊥ TK, ML ⊥ TL. 
5. ∆KTM и ∆LTM – прямоугольные, ТМ – общая, углы 

KTM и MTL равны. ∆KTM = ∆LTM, отсюда MK = ML. 
Поскольку т. М выбрана произвольно, то доказанное справедли-

во для всех точек из пл. МВР. 
Что и требовалось доказать. 

211. 
 Из того, что пл. KDM ⊥ пл. KMNP следует, что NM ⊥ MD. 

 
По теореме Пифагора 

из ∆NDM: 22 222 aaaaND ==+= . 

Ответ: 2a . 

212. 

 
Решение: 
DC ⊥ пл. АВС по условию, DC ⊥ AB. Проводим СЕ ⊥ АВ, тогда 

по теореме о 3-х перпендикулярах DE ⊥ АВ. 

StudyPort.ru



 107

Очевидно, ∠DEC – линейный угол двугранного угла CABD, 
пусть ∠DEC = α.  

Пусть СЕ = h. ShABSABC =⋅=
2
1 ; 

α
=

α
⋅=⋅=

coscos2
1

2
1 ShABDEABS ADB . 

Что и требовалось доказать. 

213. 
Решение: 
Проводим DE ⊥ BС, тогда АЕ ⊥ ВС, так как 

ВЕ = ЕС (т.е. АЕ не только медиана, но и высо-
та). 

АЕ ⊥ ВС, DE ⊥ ВС, то ∠DEA – линейный 
угол двугранного угла ABCD. 

Пусть стороны треугольников равны а. В 
пл. АВС: 

ABCS
ABACBCRBOCOAO

∆

⋅⋅
====

4
, где R – 

радиус описанной окружности. 
3

3

4
34

2
a

a
aaaR =
⋅⋅

= . 

Из прямоугольного ∆DOC по теореме Пифагора: 

3
2

3
2

3
2

2
222 aaaaOCDCDO ==−=−= . 

 
Из прямоугольного ∆DOE: 

6
3

3
2

4
3;

2 a
a

ar
p
SrOE =⋅=== ; 

22
6

3:
3
2tg;tg ==ϕ=ϕ

aa
OE
OD ; 22arctg=ϕ . 

Ответ: 22arctg . 
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214. 

 
Решение: 
По теореме, обратной к теореме о 3-х перпендикулярах, AD1 ⊥ АВ. 

∠DAD1 – линейный угол двугранного угла между плоскостями α и 
пл. ABCD. Пусть АВ = а, тогда ВС = 2а. Из прямоугольного ∆AD1D 
находим cosϕ: 

2
1

2
cos ==ϕ

a
a , ϕ = 60о. 

215. 

 
Решение: 
АВ || CD – по условию, поэтому АВ || β. 
По теореме II AB || MN и, значит, MN || CD. 
В пл. α проводим АА1 ⊥ MN, а в пл. β проводим А1С ⊥ CD. 
ρ(D, MN) = ρ(C, MN) = 6,5 см. 
АА1 ⊥ MN, поэтому из условий АА1 ⊥ CD, AC1 ⊥ CD, то по тео-

реме о 3-х перпендикулярах АС ⊥ CD. 
ρ(АВ, CD) = АС. 
∠АА1С – 60о – линейный угол двугранного угла AMNC. 
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По теореме косинусов для ∆А1АС: 
o

11
2

1
2
1

2
1 60cos2 ⋅⋅⋅−+= CAAACAAACA ; 

4
217

2
1

2
1382

2
1364

2
2

1 =⋅⋅⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=CA ; 217

2
1

=AC см. 

Ответ: 217
2
1 см. 

216. 
Решение: 
Проведем BE ⊥ MN, соединим точ-

ки Е и D, проведем СЕ || АВ. 
DB ⊥ MN, BE ⊥ MN, то ∠DBE – ли-

нейный угол двугранного угла CMND. 
АСЕВ – квадрат, ВЕ = а. 
Из ∆BDE по теореме косинусов: 

DE2 = a2 + a2 – 2a2cos120o = 3a2,  
aDE 3= . 

АВ ⊥ пл. DBE, CE || AB, то CЕ ⊥ пл. 
DBE, СЕ ⊥ DE. 

По теореме Пифагора из ∆CED: 

aaaaCD 243 222 ==+=  
Ответ: 2а. 

217. 
Решение: 
S1 + S2 + S3 = 404 (дм2). 
Пусть k – коэффициент пропор-

циональности, тогда измерения па-
раллелепипеда равны: 

а = 3 · k, b = 7 · k, c = 8 · k (дм). 
S1 = bc, S2 = ab, S3 = ac; 
bc + ab + ac = 404, или k2 · 7 · 8 + 

+k2 · 3 · 7 + k2 · 3 · 8 = 404; 
k2 · 101 = 404, k2 = 4, k > 0, поэтому k = 2. 
Пусть d – диагональ параллелепипеда. 
d2 = a2 + b2 + c2; a = 6 (дм); b = 14 (дм); с = 16 (дм);  
d2 = 36 + 195 + 256 = 488; 

1222488 ==d (дм). 
Ответ: 1222 (дм). 
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ГЛАВА III 
МНОГОГРАННИКИ 

218. 
Решение: 
а) У прямой призмы боковые ребра перпендикулярны к основа-

ниям, а основания – параллельны, следовательно, боковые грани – 
прямоугольники. 

б) Основания – правильные многоугольники. Боковые ребра 
равны, боковые грани – равные прямоугольники. 

219. 

 
Решение: 
Из того, что острые углы в ∆А1АС равны (45о), следует, что 

∆А1АС прямоугольный и равнобедренный, А1А = АС. 

По теореме Пифагора: 13512 2222 =+=+= BCABAC (см); 
А1А = 13 см. 
Ответ: 13 см. 

220. 
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Решение: 
Диагональ параллелепипеда – наклонная, проекция ее на плос-

кость основания является диагональю ромба. 
Большей наклонной соответствует большая диагональ основа-

ния, именно, АС. 

Из прямоугольного ∆А1АС 2624100 2
1 =+=CA (см). 

Ответ: 26 см. 

221. 
Решение: 
Боковые грани – равные прямоугольники; 

 
АВ1 = В1С; 2

1
2

1 BBCBCB += ; 1010068 22
1 ==+=CB (см). 

Проведем B1K ⊥ АС. K попадет в середину АС (т.к. АВ1С – рав-
нобедренный). 

AK = 4; 212161001 =−=KB (см); 

 
2182128

2
1

1
=⋅⋅=CABS (см2). 

Ответ: 218 (см2). 
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222. 
Решение: 

 
 

 
ABCD – трапеция, АВ = DC. 
Найдем двугранный угол между плоскостями ВВ1С1С и пл. 

DD1C1C. DC ⊥ C1C, ВС ⊥ С1С, поэтому ∠BCD – линейный угол ис-
комого двугранного угла. 

BK = MC, KM = 9 см. 
BK + MC = 25 – 9 = 16 см, BK = МС = 8 см. 
∆ABK = ∆DCM, они прямоугольные и равнобедренные, ∠BCD = 

=45o, ∠СВА = ∠BCD = 45о. 
∠BAD – линейный угол двугранного угла передней и боковой 

грани, ∠BAD = ∠CDA = 135о. 
Ответ: 45о, 135о, 45о, 135о. 

223. 
Через два противолежащих ребра куба проведено сечение, пло-

щадь которого равна 264 см2. Найдите ребро куба и его диаго-
наль. 

 
Решение: 
Через противоположные ребра AD и В1С1 проведено сечение 

АВ1С1D; AB1C1D – прямоугольник. 
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Пусть ребро куба равно а. 

 
АВ1 = DC1 = 2a  (как диагонали граней). 
Sсеч = 26422 2 ==⋅ aaa , отсюда а2 = 64, а = 8 (см). 

( ) 38288
22 =+=d (см). 

Ответ: 8 см, 38 см. 

224. 
Решение: 
AB1C1D – прямоугольник (АВ ⊥ AD, В1В ⊥ AD, по теореме о 3-х 

перпендикулярах АВ1 ⊥ AD, В1С1 || AD, значит, АВ1 ⊥ В1С1). 
Пусть диагональ призмы B1D = d. 

 
d = B1D = AC1. 

Из квадрата ABCD: 4
2
2445sin o ==⋅= BDAB (см), AD = 4 см. 

Из ∆BB1D: В1В = tg60о = 64 (см). 

Из ∆DC1C: ( ) 7447644 222
1 =⋅=+=DC (см). 

716744;
1111 1 =⋅=⋅= DCABDCAB SDCADS (см2). 

Ответ: 716 см2. 
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225. 
Решение: 

 
Пусть диагональ равна d, а угол между диагональю и плоско-

стью основания равен ϕ. 
∆B1C1D – прямоугольный, В1С1 ⊥ С1D. 

BCdAD ==
2

. 

ABCD – квадрат, 
22

2 ddBD == . 

Из ∆B1DB находим 
2

11
2

cos
1

=⋅==ϕ
d

d
DB

BD , ϕ = 45о. 

Ответ: 45о. 

226. 
Дано: ABCDA1B1C1D1; AD = DC = 2 см; АА1 = 4 см. 

 
Решение: 
Построение сечения. 
Через скрещивающиеся прямые B1D и АС проведем плоскость, 

параллельную B1D. 
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В плоскости B1BD проводим OK || B1D, О – точка пересечения 
диагоналей основания. 

Проведем AK и CK. Плоскость AKC || B1D – по теореме I. 
Искомое сечение – AKC. 
∆ABK = ∆CBK, AK = KC. KO ⊥ AC, поэтому KO – высота ∆AKC. 

⎭
⎬
⎫=

DBOK
ODBO

1||  → OK – средняя линия в ∆B1BD, BK = KB1, 

DBKO 12
1

= ; 

( ) 62224,22
2222

11 =+=+== BDBBDBBD (см). 

6
2

62
2
1

1 === DBKO (см) 

3212
2

622;
2
1

==
⋅

=⋅⋅= AKCAKC SKOACS (см2). 

Ответ: 32 см2. 

227. 

 
Решение: 
В пл. АВС проводим медиану AK, AK ⊥ BC. 
Проведем отрезки А1В, А1С, A1K. 
∆А1АВ = ∆А1АС, так как А1А – общая, АВ = АС – по условию, 

∠А1АС = ∠А1АВ. 
А1В = А1С, ∆А1ВС – равнобедренный, в нем отрезок А1K – медиа-

на, поэтому A1K ⊥ BC. 
BC ⊥ A1K, BC ⊥ AK, то ВС ⊥ пл. A1AK, поэтому ВС ⊥ А1А. 
ВВ1С1С – параллелограмм, ВС ⊥ А1А, но А1А || B1B || C1C, значит, 

ВС ⊥ В1В и ВС ⊥ С1С. (ВС || В1С1, поэтому В1С1 ⊥ В1В и В1С ⊥ С1С). 
Параллелограмм, у которого хотя бы один угол прямой, есть 

прямоугольник, поэтому ВВ1С1С – прямоугольник. 
Что и требовалось доказать. 
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228. 

 

 
Решение: 

∆А1ОА прямоугольны, ОА = ОА1. ANOA
3
1

=  (т. О – центр масс). 

122516922 =−=−= NBABAN (см); 8
3
212 =⋅=OA см. 

Из прямоугольного ∆А1ОА 2821 == AOAA (см). 
ВС ⊥ А1А, поскольку ВС ⊥ пл. А1АО, ВСС1В1 – параллелограмм, у 

которого BB1 || CC1 || A1A, поэтому ВС ⊥ ВВ1 и ВС ⊥ С1С. Следова-
тельно, ВВ1С1С – прямоугольник. 

111
BBBCS CCBB ⋅= , ВВ1 = АА1. 280

11
=CCBBS см2. 

Ответ: 80 см2. 

229. 

 
Решение: 
Sполн = Sбок + 2 · Sосн 
Пусть площадь боковой грани равна S, тогда Sбок = n · S. 

StudyPort.ru



 117

а) В основании – правильный треугольник. 

Sосн = 
4

22
3a , а3 – сторона треугольника. 

Sбок = 3 · S = 3 · a3 · h. 

Sполн = ha
a

⋅⋅+ 3

2
3 3
4

2
2 . Sбок = 450 (см2). 

Sполн = 536450
2

3102
≈+ (см2). 

б) В основании – квадрат. Sосн = 2
4a , а4 – сторона квадрата. 

Sбок = 4 · а4 · h. 
Sполн = haa ⋅+ 4

2
4 42 . 

Sбок = 384 (дм2). 
Sполн = 2 · 122 + 384 = 672 (дм2). 
в) В основании – правильный 6-угольник. 

Sосн = 2
62

33 a , а6 – сторона 6-угльника. 

Sбок = 6 · а6 · h. Sбок = 69 (дм2). 
Sполн = 2 · Sосн + Sбок = 97693,233 2 ≈+⋅ (дм2). 
г) В основании – правильный 5-угольник. 
а5 – сторона правильного 5-угольника. 

o
5o

o

5
36tg2

,35tg2
5

180tg2
a

rrra === . 

Sбок = 5 · а5 · h. Sосн = r · p = o

2
55

o
5

36tg4
5

2
5

36tg2
aaa

=⋅ . 

Sполн = 2Sосн + Sбок = ha
a

⋅+ 3o

2
5 5

36tg2

5
. 

r – радиус вписанной окружности, 
р – полупериметр 5-угольника. 
Sбок = 5 · 0,4 · 0,1 = 0,2 м2; tg36o ≈ 0,73; 
Sполн ≈ 0,8 (м2). 
Ответ: а) 450 см2 и ≈536 см2; 
б) 384 дм2 и 672 дм2; 
в) 69 дм2 и ≈97 дм2; 
г) 0,2 м2 и ≈0,8 м2. 
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230. 
Решение: 

 
Пусть ребро призмы, то есть ее высота, равно Н. 

HSHS CCBBCCAA 3;5
1111

== . 

Из ∆А1В1С1 по теореме косинусов запишем: 

49
2
1352925120cos352925 o2

11 =⋅⋅⋅++=⋅⋅−+=BA ; 

А1В1 = 7 (см). HS BBAA 7
11

= (см2). 
Максимальную площадь из боковых граней имеет грань АА1В1В. 
7Н = 35, Н = 5 (см); Sбок = 5Н + 3Н + 7Н = 15Н = 75 (см2). 
Ответ: 75 см2. 

231. 
Решение: 
Пусть АВ1 = 8 см, A1D1 = 15 см, ∠B1A1D1 = 60о. 

 
Пусть боковое ребро равно Н, тогда площадь первого диаго-

нального сечения S1 = H · BD, а площадь второго S2 = Н · АС; 

 
BD2 = 64 + 225 – 2 · 8 · 15 · cos60o = 289 – 120 = 169.  

13169 ==BD (см); 
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АС2 = 64+225 – 2 · 8 · 15 · cos120o = 64 + 225 + 2 · 8 · 15 · 
2
1  = 409. 

13409;409 >=AC , поэтому AC > BD. Наименьшее сечение 
BB1D1D. 

Сечение изображено на рисунке, Н · 13 = 130, Н = 10 (см). 
Sбок = 46010821015222

1111
=⋅⋅+⋅⋅=+ BBAADDAA SS (cм2). 

2Sосн = 2 · 8 · 15 · sin60o = 5 · 3 · 4 · 2 · 31203 = (см2). 
Sполн = ( )362320 + (см2). 
Ответ: ( )362320 +  см2. 

232. 
Решение: 
Диагонали прямоугольного параллелепипеда равны. 

 

 
Пусть стороны основания равны х и у, причем x > y. 
Пусть B1D = d. Из ∆B1DB: BD = dcosϕ. По теореме Пифагора: 
х2 + у2 = d2cos2ϕ.   (1) 
Из ∆B1C1D: x = dsinα.   (2) 
Подставим (2) в (1). Получим: 
y2 +d2sin2α = d2cos2ϕ; y2 = d2(cos2ϕ - sin2α); 

α22 sincos −= ϕdy ; 

ϕ⋅=ϕ⋅⋅== sinαsinsin 2
1 11

ddxSS DDAA ; 

Sбок = 2(S1 + S1) = ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ α−ϕ+αϕ 222 sincossinsin2d . 

Ответ: ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ α−ϕ+αϕ 222 sincossinsin2d . 
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233. 
Решение: 
Чтобы построить сечения, проведем BD ⊥ AC, DD1 ⊥ BB1, отре-

зок D1B1. Поскольку АС ⊥ В1В, то АС ⊥ пл. B1BD. Пл. АА1С1С ⊥ пл. 
DD1B1B (по известной теореме). 

 

 
Поскольку D1D ⊥ BВ1 и D1D = BB1, то DD1B1B – параллелограмм. 

Раз D1D ⊥ DB, то DD1B1B – прямоугольник. 
184339. =⋅⋅⋅=⋅= BDDCADBD (см) 

( ADDCBD
BD
CD

AD
BD

⋅=→= 2 ); 180810
11

=⋅=DBDBS (см2). 

Ответ: 180 см2. 

234. 
Решение: 
Секущая площадь перпендикулярна к гипотенузе ∆АВС, лежа-

щего в основании, значит, LK – пересечение секущей плоскости с 
основанием, – перпендикулярна гипотенузе АС. 

Возможны 2 случая. 
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1) 298412120 22 ==+=AC (см). 

Из ∆KLC: 
2

29tg

LK

LC
LKC ==∠ . 

В ∆АВС: 
21
20tg ==∠

BC
ABC . 

Отсюда: 
21

290
2

29
21
20,

21
20

2
29 =⋅== LK

LK

(см). 

Сравним CK и СВ. 

29
21cos ==∠

AC
BCC . 

Из ∆KLC: 
42
120

29
21

2
29

cos
=⋅=

∠
=

C
LCCK (см); 

СВ = 21 см; CK < CB. 
2) 

 
∆АВС ~ ∆ALK; 

LKAK
2120

= ; 

40
609

20
21

== ALLK (см). 

Сравним AK и АВ. 

29
20cos ==∠

AC
ABA . 

Из ∆ALK: 
40
120

20
29

2
29

cos
=⋅=

∠
=

C
ALAK см; 

АВ = 20 см; AK > AB. Случай невозможен. 
Построим сечение: 
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Через середину АС – т. L – проведем LK ⊥ AC. Через т. L и т. K 

проведем отрезки LM || BB1 и KN || ВВ1; соединим M и N. 
Раз ML ⊥ пл. АВС, то по теореме п. 23 пл. MLKN ⊥ пл. АВС. 
MLKN – прямоугольник. 
SMNKL = NK · LK;  

580
21

29042 =⋅=MNKLS (см2). 

Ответ: 580 см2. 

235. 

 
Решение: 
Сечение – это ∆А1В1С. Отыщем линейный угол двугранного угла 

С1А1В1В. 
С1В1 ⊥ В1А1, СВ1 ⊥ В1А1, то РС1В1С есть линейный угол данного 

двугранного угла. 
∠СВ1С1 = θ. 
Пусть С1В = а, тогда А1В1 = а · tgϕ; 

С1С = а · tgθ (из ∆СВ1С1), θcos1
aCB = . 
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∆А1В1С – прямоугольный, А1В1 ⊥ В1С. 

Sсеч = 
θcos2

tg
2θcos

tg
2
1 2

111111

ϕ
=

⋅
⋅ϕ

=⋅=
aaaCBBAS CBA . 

Все боковые грани являются прямоугольниками, значит, 
Sбок = S1 + S2 + S3, где 

tgθtgtgθtg 2
1111 11

⋅ϕ=⋅⋅ϕ⋅=⋅== aaaBBBASS BBAA ; 

tgθtgθ 2
1112 11

aaaCCCBSS CBCB =⋅=⋅== ; 

ϕ
=

cos11
aCA ; 

ϕ
=⋅==

cos2
tgθ2

1113 11

aCACCSS CAAC ; 

Sбок = =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ

++
ϕ
ϕ

⋅=
ϕ

++⋅ϕ
cos

11
cos
sintg

cos2
tgθtgθtgθtg 2

2
22 aaaa  

ϕ
ϕ+ϕ+

=
cos

cossin1tgθ2a ; 

( )
=

ϕ⋅
ϕ⋅

ϕ⋅
ϕ+ϕ+⋅

=
cosθcos2

sin:
cosθcos

cossin1θsin 22

сеч

бок aa
S
S

 

( )ϕ+ϕ+
ϕ

= cossin1
sin

θsin2 ; 

=−
ϕ

+
ϕϕ

+=ϕ+ϕ+ 1
2

cos2
2

cos
2

sin21cossin1 2  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

−
ϕ

=
24

πcos2
2

cos2 ; 

2
sin

24
πcosθsin22

сеч

бок
ϕ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

−
=

S
S

. 

Ответ: 

2
sin

24
πcosθsin22

ϕ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

−
. 
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236. 
Решение: 

 
Пусть l – длина бокового ребра; 
Р⊥ есть периметр сечения. 
Каждая боковая грань есть параллелограмм. Сечение перпенди-

кулярно боковым граням, то есть оно перпендикулярно боковым 
ребрам. 

h1 – высота параллелограмма – одной из боковых граней. 
S = l · h1 – площадь одной боковой грани. Таких граней – n и ка-

ждая грань – параллелограмм – имеет свою высоту, следовательно, 
Sбок = S1+S2+ … +Sn = l · h1+ l · h2 + … + l · hn = l(h1 + h2 + … + hn)= 

= l · P^, где P^ = h1 + h2 + … + hn. 

 
Что и требовалось доказать. 

237. 
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Решение: 
Пусть Р⊥ — периметр сечения. По формуле Sбок = l · P⊥, 
Sбок = 12 · P⊥, 
P⊥ = 5 · 4 = 20 (см), 
Sбок = 12 · 20 = 240 (см2). 
Ответ: 240 см2. 

238. 
Решение: 

 
Пусть пл. А1В1ВА ⊥ пл. В1С1СВ; 
ρ(ВВ1, АА1) = 35 см; ρ(ВВ1, СС1) = 12 см; ВВ1 = 24 см. 
Возьмем любую т. K ∈ ВВ1. Проведем MK ⊥ ВВ1 и NK ⊥ ВВ1. 
∠MNK = 90о. 
ρ(ВВ1, АА1) = h1 = MK, 
ρ(BB1, CC1) = h2 = KN. 
MK ⊥ B1B, B1B || C1C, то  
MK ⊥ C1C, KN ⊥ C1C, то по теореме о 3-х перпендикулярах, 

MN ⊥ C1C. 
Таким образом, MN ⊥ АА1. 
Итак, MKN есть перпендикулярное сечение призмы. 
Известно, Sбок = l · P⊥. Имеем из 

∆MKN: 381235; 2222 =+=+= MNKNMKMN см. 
Sбок = (35 + 12 + 37) · 24 = 2016 см2. 
Ответ: 2016 см2. 
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239. 
Точка пересечения диагоналей является центром ромба АВСD. 

Следовательно, пирамида является 
правильной. 

По свойству диагоналей ромба: 
DO = ВО = 4 (см); 

АО= 345 22 =− (см). 
Из ∆ASO по теореме Пифагора 

имеем: AS= 22SO ОА+ = 

= 22 37 + = 949 + = 58 (см). 

 
SA=SC как наклонные, имеющие одинаковые проекции. 
Аналогично, из ∆SDO по теореме Пифагора имеем 

SD= 22 ODSO + = 22 47 + = 1649+ = 65  (см). 
SB=SD как наклонные, имеющие одинаковые проекции. 

Ответ: 58  см, 58 см, 65 см, 65 см. 

240. 

По условию высота пирамиды прохо-
дит через точку пересечения диагоналей – 
т. О, поэтому SA=SC и SB=SD как наклон-
ные, имеющие равные проекции. 

∆SAB=∆SСD и ∆SBС=∆SАD (по трем 
сторонам). 

бокS = )SS( SDCSAD +⋅2 . 
Проведем OE⊥СD и ОМ⊥AD. По 

теореме о 3-х перпендикулярах SE⊥СD 
и SM⊥AD. 

Из ∆SOM по теореме Пифагора име-

ем SM= 22 OMSO + , из ∆SOЕ имеем 

SE= 22 OESO + . 
Найдем высоту основание FE, зная его площадь и сторону АВ: 
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FEАВSАВСD ⋅= , 360=20⋅FE, FE=18 см. 
Аналогично, найдем высоту MN 

MNАDS АВСD ⋅= , 360=20 ⋅ MN, MN=10 см. 

Поэтому ОМ=
2
1  MN=5 см и ОЕ=

2
1 FE=9 см. 

SM= 169512 22 =+ =13 (см), SE= 225912 22 =+ =15 (см); 

2
13361336

2
1

2
1 ⋅

=⋅=⋅= SMADSSAD (см2), 

2
15201520

2
1

2
1 ⋅

=⋅=⋅= SESDSSDC (см2), 

Sбок = 2(SSAD + SSDC) 

)15201336(
2
12 ⋅+⋅⋅=бокS =468+300=768 (cм2). 

Ответ: 768 см2. 

241. 
По свойству диагоналей ромба: 

АО=ОС, ОВ=ОD. Поэтому SA=SC как 
наклонные, имеющие одинаковые 
проекции. ∆SАВ=∆SCD и ∆SВС=∆SAD  
(по трем сторонам). 

).(2 SADSDCABCDполн SSSS ++=  
Проведем ОМ⊥AD и ОЕ⊥DC. Ис-

пользуя теорему о 3-х перпендикуля-
рах, SM⊥AD и SE⊥DC. Далее по тео-
реме Пифагора: 

SM= 22 OMSO + , SE= 22 OESO + . 
Пусть BD – меньшая диагональ, BD=3 (м). 

∆ABDABCD S2S ⋅= . По формуле Герона: 

ABDS AD)BD)(pAB)(pp(p −−−= , где р= )543(
2
1

++ =
2

12 =6 (м). 

=⋅⋅⋅= 1326ABDS 6 (м2), 62 ⋅=ABCDS =12 (м2). 
Но ,MNADSABCD ⋅= поэтому имеем: 

12=
5

12,5 =⋅ MNMN (м), 
5
6

=OM (м), 

,FEABS ABCD ⋅=  12=4⋅ ,FE  FE =3, ОЕ=
2
3  (м). 

StudyPort.ru



 128 

2
2

2
32 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=SE =

4
94 + =

4
25 =

2
5 (м2), 

===+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

5
342

25
136

25
364

5
62

2
2SM (м), 

5
2
54

2
1

2
1

=⋅⋅=⋅= SEDCSSDC (м2), 

34
5
3425

2
1

2
1

=⋅⋅=⋅= SMADS ASD (м2), 

)( 3421012345212 ++=++=полнS = 22342 + (м2). 

Ответ: (2 34 +22)м2. 
242.  

Известно, что из двух наклон-
ных, проведенных из одной точки, 
больше та, проекция которой боль-
ше, также очевидно. Сторона квад-
рата меньше его диагоналей. Следо-
вательно, проекция АС наклонной 
SC больше проекций AD и АВ на-
клонных SD и SB. Значит, наиболь-
шее боковое ребро SC=12 см. Пусть 

АВ=α, тогда 2α=AC . 

Из ∆SAC по т. Пифагора: 22 ACSASC += ; 

22 2α+α=SC = 3α , 3α =12, отсюда 
3

12
=α = 34

3
312
= (см). 

а) 34=SA см. 

б) 24316
2
1

2
1

2
1 2 =⋅⋅=α=⋅== SBSASS SABSAD (см2). 

По теореме о 3-х перпендикулярах SD⊥DC и SB⊥ВС. 

2
248

2
22

2
1

2
1 2 ⋅

=
α

=α⋅α=⋅= DCSDSSDC =24 2 (см2), 

224
2

22
2
1

2
1 2

=
α

=α⋅α=⋅= BCSBSSBC (cм2). 

224224222 ⋅+⋅=+= SDCSABбок SSS =48+48 2 =48( 2 +1) (см2). 

Ответ: а) 4 3 см; б) 48( 2 +1) см2. 
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243. 

=⋅⋅=⋅== 913
2
1

2
1 ACADSS ADCADB 2

117
=  (см2). 

Построим АЕ⊥ВС и отрезок DE. 
По теореме о 3-х перпендикулярах следует, что DE⊥BC. 
Из ∆АЕВ по т. Пифагора имеем: 

22 EBABAE −=  

=−=−= 25169513 22AE  
144= =12 (cм), 
Из ∆ADE по т. Пифагора имеем: 

22 AEADDE +=  22 129 +=DE = 
= 1522514481 ==+ (см), 

751510
2
1

2
1

=⋅=⋅= DEBCS DCB (см2), 

1927511775
2

1172 =+=+⋅=бокS (см2). 

Ответ: 192 см2. 

244.  
Т.к. BCDA⊥ , BCAC⊥ , то по теореме о 3-х перпендикулярах: 

DC⊥CB. 

По т. Пифагора имеем: 

1) =−=−= 2222 2129ACABBC  
=20 (см), 

2) =+=+= 2222 2120ACADDC  
=29 (см), 

Sбок = SAPC + SAPB + SDCB, 

=⋅⋅=⋅= 2120
2
1

2
1 ACADS ADC 210 (см2), 

2902920
2
1

2
1

=⋅⋅=⋅= ABADS ADB (см2), 

2902029
2
1

2
1

=⋅⋅=⋅= CBDCS DCB (см2), 

7905802102902210 =+=⋅+=бокS (см2). 
Ответ: 790 см2. 
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245.  
Из теоремы о 3-х перпендику-

лярах следует, что SA⊥AD и 
SC⊥CD, то есть ∠SAB – линей-
ный угол двугранного угла между 
гранью SAD и плоскостью осно-
вания, а ∠SCB – линейный угол 
двугранного угла между гранью 
SDC и плоскостью основания. 

По условию ,30o=∠SCB  .45o=∠SAB  
Пусть ,xAB =  .yBC =  

Тогда из SBA∆  получим ,145 == otg
x

SB  .xSB =  

Из SBC∆ имеем o30tg
y
x
= , 

3
1

=
y
x , yx =3 . 

Из ABD∆ : 6482222 ===+ BDyx . 
Получим систему: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=

64
3
22 yx

xy ;  643 22 =+ xx ; 16,644 22 == xx . 

Т.к. x > 0, то х = 4 (см), а 34=y (см). 

Т.е. АВ = CD = SB = 4 см, 34== ADBC  см. 

8643161622 ==⋅+=+= BCSBSC см, 

2422 =+= BASBSA  (см), 

844
2
1

2
1

=⋅⋅=⋅= BASBS ABS (см2), 

38344
2
1

2
1

=⋅⋅=⋅= BCSBSSBC (см2), 

1648
2
1

2
1

=⋅⋅=⋅= CDSCSSDC (см2), 

683424
2
1

2
1

=⋅⋅=⋅= ADSASSAD (см2), 

6816388 +++=+++= SADSDCSBCSABбок SSSSS = 

= )( 6338683824 ++=++  (см2); 

ABCDбокповполн SSS +=. , 316344 =⋅=⋅= BCABS ABCD (см2), 
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6832424316683824. ++=+++=повполнS = 

= )6333(8 ++ (см2). 

Ответ: 8(3+3 )63 + см2. 

246. 
Пусть SO – высота пирамиды, а 
SN, SM, SK – высоты боковых граней, 

SN=SM=SK=41 см. 
Т.к. равные наклонные, поведенные из 

одной точки, имеют равные проекции, то 
ОМ=ON=OK.  Т.е. точка О равноудалена от 
сторон ∆АВС, значит, она – центр вписан-
ной в ∆АВС окружности. По теореме, об-
ратной к теореме о 3-х перпендикулярах 
имеем, ON⊥AC, OM⊥AB, OK⊥BC. Значит, точка О равноудалена от 
всех сторон ∆АВС. 

42==++ ∆ABCPBACBAC (см). 

Пусть rOKONOM === , тогда 
p

Sr

2
1

= , P
2
1 21== p  (см). 

Из ∆SON имеем 22 SOSNrON −== = 22 4041 − =9 (см), 
,prS ⋅=  189219 =⋅=S (см2). 

Ответ: 189 см2. 

247. 
а) Пусть SO – высота некоторой n-

угольной пирамиды. Построим отрез-
ки ОВ1, ОВ2, ОВ3, …, ОВn, проходя-
щие через т. О перпендикулярно к 
сторонам многоугольника, лежащего 
в основании. По теореме о 3-х пер-
пендикулярах имеем: SB1⊥А1А2, SB2⊥A2A3, SB3⊥A3A4, и так далее. то-
гда, ∠ OSB1 , ∠ OSB2 , ∠ OSB3 и т.д. –линейные углы двугранных уг-
лов, образованных боковыми гранями пирамиды с плоскостью ос-
нования. По условию ∠ OSB1 =∠ OSB2 =∠ OSB3 =… 

Рассмотрим 1SOB∆ , 2SOB∆ , 3SOB∆ , и т.д. Все эти треугольники 
равны по катету SO и острому углу: 

=∆=∆=∆ 321 SOBSOBSOB … Отсюда ОВ1=ОВ2= ОВ3=… 
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Значит, точка О равноудалена от всех сторон многоугольника, 
лежащего в основании пирамиды, то есть является центром вписан-
ной в многоугольник окружности. 

Следовательно, высота пирамиды SO проходит через центр впи-
санной в основание окружности. 

б) SB1, SB2, SB3 и т.д. – высоты боковых граней пирамиды (по по-
строению). Т.к. ∆SOB1=∆SOB2=∆SOB3=…, то SB1=SB2=SB3=… 

в) 1212
1

21
SBAAS ASA ⋅=∆ , 2322

1
32

SBAAS ASA ⋅=∆ , 

3432
1

43
SBAAS ASA ⋅=∆ , но SB1=SB2=SB3=…, следовательно, 

132121 2
1

2
1 SBAASBAASбок ⋅+⋅= + 1432

1 SBAA ⋅ +…= 

= =++++ − )...(
2
1

1132211 AAAAAAAASB nnn PSB ⋅12
1 , где Р – пери-

метр основания. 
.... 113221 AAAAAAAAP nnn ++++= −  

248.  
Пусть DO – высота пирамиды. 

Построим OM⊥АВ, ON⊥AC, OK⊥BC. Из тео-
ремы о 3-х перпендикулярах следует, что 
DM⊥AB, DK⊥BC, DN⊥AC. 

Пусть ∠DMO, ∠DKO, ∠DNO – линейные 
углы двугранных углов боковых граней с 
плоскостью основания. 

По условию ∠DMO=∠DKO=∠DNO=45о. 
Тогда ∆DMO=∆DKO=∆DNO по катету и 

острому углу), из равенства треугольников 
следует: MO=OK=ON=r, DM=DK=DN. 

r – радиус вписанной в ∆АВС окружности, ОМ=DO, т.к. ∆MOD – 
равнобедренный. 

)12)(10)(10( −−−= ppppS ; 
p
Sr = , 16

2
101012

=
++

=p (см); 

4826446616 =⋅⋅=⋅⋅⋅=S (см2), 3
16
48

==r (см). 

Т.е. ОМ=DO=3 см, DM= 23 (см). 
BCDADBADCбок SSSS ++= , 
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DKBCDMABDNACSбок ⋅+⋅+⋅=
2
1

2
1

2
1 = 

= )(
2
1 BACBACDM ++ = 23163223

2
1

⋅=⋅⋅ =48 2 (см2). 

Ответ: 48 2 (см2). 

249.  
Пусть SO – высота пирамиды, в ос-

новании которой лежит n-угольник. Да-
лее, пусть SA1, SA2, SA3, …, SA4, – на-
клонные. 

а) Т.к. равные наклонные, проведен-
ные из одной точки, имеют равные про-
екции на плоскость основания, то 
ОА1=ОА2=ОА3=…=ОАn. 

Т.е. точка О равноудалена от всех 
вершин многоугольника, и следовательно, является центром опи-
санной окружности около n-угольника. 

Значит, мы доказали, что высота SO проходит через центр ок-
ружности, вписанной в основание 

б) Угол между прямой и плоскостью – это угол между наклон-
ной (прямой) и ее проекцией на эту плоскость. 

∆SOA1=∆SOA2=∆SOA3=…=∆SOAn, (по общему катету и наклон-
ным, равным по условию). 

Следовательно, ∠ SA1O=∠ SA2O=…=∠ SAnO. 

250.  
Т. О – основание высоты пирами-

ды, соединим ее с вершинами ∆АВС. 
∆DOA=∆DOB=∆DOС – прямоуголь-

ные и равный по катету, DO и углам при 
вершине D, равным 45о. 

Тогда, ОА=ОС=ОВ=OD=16 (см). 
По теореме синусов имеем: 

RBC 2
120sin

=
o

, 32162
60sin

=⋅=
o

BC , 

2
332

=BC = 316  (см), 

322
30sin

== RAB
o

, 16
2

32
==AB (см); 
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=⋅⋅= o120sin
2
1 ACABS ABC 364

22
31616
=

⋅
⋅⋅  (см2). 

Ответ: 364 (см2). 

251.  
Пусть основание высоты пирамиды – Н. 

Построим отрезки НА, НВ, НС. 
∆DHA=∆DHB=∆DHC – прямоугольные, 

DH – общий катет, DA=DB=DC по усло-
вию. Отсюда АН=ВН=НС, точка Н – центр 
описанной около ∆АВС окружности, а, как 
известно, в прямоугольном треугольнике 
он лежит на середине гипотенузы.  

    
648 2222 ===+ BDyx (см). 

Ответ: 13 см. 
252.  

Пусть DO – высота пирамиды, 
DO⊥пл. АВС.  

Построим отрезки ОА, ОВ и ОС. 
Т.к. равные наклонные имеют равные 
проекции, то ОА=ОВ=ОС=R, где R – 
радиус описанной около ∆АВС окруж-
ности. АН – высота в равнобедренном 
∆АВС, а также – медиана и биссектри-
са, потому СН=НВ=3 см.  

Из ∆АНС по т. Пифагора имеем: 

98139 2222 +=+=+= HCAHAC = 10390 =  (см). 

Используя формулу 
ABCS

abcR
4

= , получим: 

BCAH

ACBCABOCR
⋅⋅⋅

⋅⋅
==

2
14

= 5
92

103103
=

⋅
⋅ (см). 
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Из ∆DOС по т. Пифагора имеем: 
25169513 2222 −=−=−= CODCDO = 12144 = (см). 

Ответ: 12 см. 

253.  
Пусть DO – высота пирамиды, По-

строим отрезки ОА, ОВ, ОС, OD. Рав-
ные наклонные имеют равные проек-
ции, то ОА=ОВ=ОС=OD=R, где R – 
радиус окружности, описанной около 
равнобедренной трапеции АВСD. 

Построим диагональ АС трапеции. 

ACDS
ADCDACOAR

∆⋅
⋅⋅

==
4

, 

=
−

=
−

=
2

664
2

BCADED 324362 −=−  (см), 

=+= 22 EDCECD  

= =−+ 22 )324(5 92462425 +−+ = 

= 2)263(24658 −=− = 

= 263263 −=− (см), 

263
324cos

−

−
==∠

CD
EDCDE . 

Из ∆ACD по теореме косинусов получим: 
,cos222 CDEADCDCDAC ∠⋅⋅−=  

263
324)263(642)64()263( 222

−

−
⋅−⋅−+−=AC = 

= 62496246154)362(689624658 +−−=−−+− = 

=58– 2)263(61258624612 +=+=+ , откуда 

263263)263( 2 +=+=+=AC (см). 

5
10
50

10
454

564
2
14

64)263)(263(
==

−
=

⋅⋅⋅

−+
=R (см); 

АО=5 см. 
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Из ∆ADO по т. Пифагора получим: 

122516922 =−=−= AOADDO (см). 
Ответ: 12 см. 

254.  
Пусть точка О – центр пра-

вильного ∆AВС. Построим АК⊥ВС 
и отрезок DK. По теореме о 3-х 
перпендикулярах DK⊥BC. 

а) В правильной пирамиде все 
боковые ребра равны, поэтому 
достаточно вычислить длину ребра 
AD. 

ОА=R, R – радиус описанной 
около ∆AВС окружности. 

 

,2
sin

R
BAC

BC
=

∠
или Ra 2

60sin
=

o
, 

2
32 ⋅

=
aR =

3
a , 

3
aAO = . 

Из ∆AOD по т. Пифагора имеем: 

3

2
222 aHAODOAD +=+= =

3
3

3
3 22 aH +
⋅ =

3
39 22 aH + . 

б) ∆ADB=∆BDC=∆ADC (по трем сто-
ронам), отсюда следует, что плоские углы 
при вершине пирамиды равны. 

По теореме косинусов имеем: 
АВ2=AD2=DB2 – 2AD⋅DB⋅cosα, 

α
+

⋅−⋅
+

= cos
9

3922
9

39 2222
2 aHaHa , 

α+−+= cos)39(26189 22222 aHaHa , 
2222 318cos)39(2 aHaH −=α+ . 

)3(2
6

)9(32
)6(3

)39(2
318cos

22

22

22

22

22

22

aH
aH

aH
aH

aH
aH

+

−
=

+⋅

−
=

+

−
=α , 

arccos=α
)3(2

6
22

22

aH
aH
+

− . 
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в) Из ∆DAO имеем: 

a
H

a
H

AO
ODDAOtg 33

=
⋅

==∠ , 
a
HarctgDAO 3

=∠ . 

Все боковые ребра составляют с плоскостью основания одинако-
вые углы. Это следует из равенства ∆DAO=∆DВO=∆DСO. 

г) Все боковые грани наклонены к плоскости основания под 
одинаковым углом. 

Из ∆DОК имеем: 

OK
DODOKtg =∠ . 

ОК=r, r – радиус вписанной окружности в ∆АВС. 

p
S

r ABC= , 
2

3ap = , 
4

32aS = , 
3234

232 a
a

ar =
⋅⋅
⋅

= , 

a
H

r
HDKOtg 32

==∠ , 
a

HarctgDKO 32
=∠ . 

д) ∆BAD=∆CAD. Построим ВМ⊥AD и 
отрезок МС. МС⊥AD (в силу равенства 
треугольников). 

∠ВМС – линейный угол двугранного 
угла при боковом ребре пирамиды. Т.к. 
пирамида – правильная, то все двугран-
ные углы при боковых ребрах имеют 
одинаковые линейные углы. 

Построим DN⊥AB. По т. Пифагора 
имеем: 

49
39

2

2222
2 aaHaDBDN −

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= = 

=
36

336
49

91236 22222 aHaaH +
=

⋅
−+ ; 

ADMBDNABS ADB ⋅=⋅=
2
1

2
1 , или 

3
39

6
336 2222 aHMBaHa +

⋅=
+

⋅ , значит, 

22

22

22

22

392

336

396

3336

aH

aHa

aH

aHaMB
+

+
=

+

⋅+
= . 
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По теореме косинусов имеем: 

α
+
+

⋅−⋅
+
+

= cos
)39(4

)336(22
)39(4

)336(
22

222

22

222
2

aH
aHa

aH
aHaa , 

α+−+=+ cos)336(336)39(2 222222 aHaHaH , 
222222 618336cos)336( aHaHaH −−+=α+ , 

2222 318cos)336( aHaH −=α+ , 

22

22

22

22

12
6

)12(3
)6(3cos

aH
aH

aH
aH

+

−
=

+

−
=α , 22

22

12
6arccos

aH
aH

+

−
=α . 

Ответ: а) 
H

aH
3

39 22 + ; б) ( )22

22

32
6arccos

aH
aH
+

− ; в) 
a
Harctg 3 ;  

г) 
a

Harctg 32 ; д) 22

22

12
6arccos

aH
aH

+

− . 

255.  
Пусть DO – высота пирамиды, а 

точка О – центр правильного ∆АВС. 
В правильной пирамиде все плоские 
углы при вершине равны. Построим 
АМ⊥ВС и отрезок DM. По теореме о 
3-х перпендикулярах имеем: DM⊥ВС. 

Из ∆BDM: 
MDM

BMtg 4
2

==
ϕ , 

∆BDС – равнобедренный, DM – 
его высота, а значит, DM – его ме-
диана и биссектриса. 

Из ∆DОM по т. Пифагора имеем: 22 OMDODM += . 
ОМ – радиус вписанной окружности,  

22

22

392

336

aH

aHa

+

+
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p
S

OM ABC∆= , 12
2

888
=

++
=p , 316

4
364

4
382

===∆ABCS , 

;
3

4
3

34
12

316
===OM  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

=
ϕ

;
3

16

,4
2

2DODM

DM
tg

 

2

4
ϕ

=
tg

DM , 

2

16
2

2
ϕ

=
tg

DM ,  
3

16

2

16 2

2
+=

ϕ
DO

tg
, 

2
3

2
3

4
3
1

2

14
3

16

2

16
2

2

22

2
ϕ

ϕ
−

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
ϕ

=−
ϕ

=
tg

tg

tgtg
DO ,

2

23
11

4
2

2

ϕ

ϕ
−

=
tg

tg
 

.

2

23
11

4

2

ϕ

ϕ
−

=
tg

tg
DO  

Ответ: 
23

11

2

4 2 ϕ
−⋅

ϕ
tg

tg
. 

256.  
Пусть SO – высота пира-

миды, а точка О – центр 
квадрата АВСD. Т.к. в пра-
вильной пирамиде все боко-
вые грани – равные тре-
угольники, поэтому все 
плоские углы при вершине 
равны α. Все боковые грани 
составляют с плоскостью основания одинаковый угол, все боковые 
ребра пирамиды равны, все высоты боковых граней равны. Постро-
им ОК⊥ВС и отрезок KS. По теореме о 3-х перпендикулярах имеем: 
SK⊥ВС, SK – высота в равнобедренном ∆BSC. 
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а) 2mDB = , 
22

2
2
1 mmDBOB === . 

Из ∆SОC по т. Пифагора имеем 
4

2
222 mHOKHSK +=+= . 

Из ∆BКS имеем: 
2222 44

2
22 mH

m

mH

m
SK
BKtg

+
=

+
⋅==

α , 

22
2

42 mH

mtg
+

=
α ; ( 2222

2
)4 mtgmH =

α
+ , 

2

4
2

2
22

α
=+

tg

mmH ; =−
α

=−
α

= )1

2

1(

2

4
2

22

2

2
2

tg
mm

tg

mH

2

2
1

2

2
2

α

α
−

tg

tg
m , 

2
1

2
2

2 α
−

α
= tg

tg

mH =

2
cos

2
sin

1

2
sin2

2
cos

2

2

α

α

−⋅
α

⋅

α
⋅m

= 

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin2

2
cos

2

22

α

α
−

α

α
⋅

α

=
m

= α
α

cos

2
sin2

m . 

б) Из ∆BSK: 

2
sin2

2
sin α

=
α

=
mBKSB . 

в) SK⊥BC, OK⊥BC. 
Тогда, ∠SKO – линейный угол двугранного угла, образованного 

боковой гранью с плоскостью снования пирамиды. 
Из ∆SOK: 

SK
m

SK
OKSKO

⋅
==∠

2
cos , 

2
α

= tg
SK
BK , 

22
α

=
⋅

tg
SK

m , отсюда 
2

cos α
=∠ tgSKO , 

)
2

arccos( α
=∠ tgSKO . 

г) Построим BN⊥SC и отрезок ND. Из равенства ∆BSC = ∆DSK 
получим BN=DN, DN⊥SC. 

ϕ=∠BND  – линейный угол двугранного угла. 
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Из ∆BSN: αsin⋅= BSBN , 

=α⋅
α

= sin

2
sin2

mBN  

2
cos

2
sin2

2
cos

2
sin2 α

=
α

αα
⋅

= m
m

. 

∆BNO – равнобедренный, NO – его вы-
сота, значит, также медиана и биссектри-

са, ∠BNO=
2
ϕ . 

2
cos2

1

2
cos

1
22

sin
α

=
α

⋅==
ϕ

m

m
BN
OB , 

2
cos2

2arcsin
2 α
=

ϕ , - это половина искомого угла, тогда  

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

α
=ϕ

2
cos2

2arcsin2 . 

Ответ: а) ;

2
sin2

cos
α
αm б) ;

2
sin2 α
m в) );

2
arccos( αtg г) .

2
cos2

2arcsin2
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

α
 

257.  
Т.к. DABS – правильная пира-

мида, то точка О, являющаяся ос-
нованием высоты DO, есть центр 
правильного ∆АВС. 

Построим ОЕ⊥ВС и отрезок 
DE. По теореме о 3-х перпендику-
лярах имеем DE⊥ВС; тогда, 
∠DEO – линейный угол двугран-
ного угла при основании, 
∠DEO=45о. В правильной пира-
миде все двугранные углы при основании одинаковы. 
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,hOEDO == тогда .2hDE =  
,hrOE == где r – радиус вписанной ок-

ружности. 
Пусть сторона правильного ∆АВС равна х.  

,
4

32xS ABC = ,
2

3xp = ,
p

S
r ABC=  

,
3234

23 x
x

xhr =
⋅
⋅

==  ;32 hx = тогда 

,33
4
334

4
3)32( 2

22
hHhS ABC ⋅=

⋅⋅⋅
==  и 

,6232
2
1

2
1 2hhhDExSSS

ABDADCBCD
=⋅⋅=⋅===

∆∆∆
 а 

,633 2hSS BCDбок == ∆ значит, Sполн.пов. = SABC + Sбок = 

).12(333363 222 +=+= hhh  

Ответ: 3 ).12(3 2 +h  

258.  
Пусть ABCD – данный квадрат, Н – центр квадрата; 

∆SHA=∆SHC=∆SHB=∆SHD. 
Из ∆SHA: АН=6 (см). 
Пусть сторона квадрата равна х см. 
АС=2АН=12 (см), 

,212 x= 26=x (см), 

72)26( 2 ==ABCDS (см2). 

.
2
1 SEABS ASB ⋅=∆  

Из ∆AES по т. Пифагора имеем: 

,1261814422 =−=−= AEASSE  

=⋅⋅⋅⋅=⋅=∆ 7322312626
2
1

ASBS

729 ⋅⋅= 718= (см2). 
∆SAB=∆SAD=∆SDC=∆SBC (по трем сторо-

нам). Следовательно, их площади тоже равны. 
77271844 =⋅== ∆ASBбок SS (см2), 
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Т.к. CN перпендикулярна к двум пере-
секающимся прямым, лежащим в пл. ADB, 
то CN ⊥ пл. ADB. 

То АВ⊥пл. α, т.к. она перпенди-
кулярна двум пересекающимся пря-
мым, лежащим в пл. α. 

Sполн.пов. = SABCD = Sбок )17(7277272 +=+= (см2). 

Ответ: 72(1+ 7 ) см2. 

259. 

3
2
6

2
1

=== ABOK (см). 

Из прямоугольного OKS∆ имеем: 

632
30sin

=⋅==
o

OKKS (см). 

3
2
1

== DAAK (см). 

Из AKS∆ по т. Пифагора имеем: 
2222 36 +=+= KAKSAS 936+= = 5345 = (см). 

Т.к. в правильной пирамиде все боковые ребра равны, то 
53==== SDSCSBSA (см). 

Ответ: 53 см. 

260.  
Плоскость DKS – искомая плоскость α. 
а) Плоскость α проходит через точки 

D, С, О. Продолжим отрезок СО до пере-
сечения его со стороной АВ в точке К. 

Т.к. т. О – центр правильного ∆АВС, 
то СО (а значит, и СК) – биссектриса уг-
ла АСВ, следовательно, СК – медиана и 
высота в ∆АВС. Тогда СК⊥АВ. 

Поскольку: 
1) СК⊥АВ. 
2) (DO⊥АВ). 
3) СК и DO пересекаются,  
образуя плоскость α. 
б) По теореме о 3-х перпендикулярах имеем: DK⊥АВ. DK апофе-

ма пирамиды. 
Построим CN⊥DK. 
По построению 
CN⊥АВ, 
т.к. пл. α ⊥АВ, 
CN ⊥ пл. α. 
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261.  
Пусть DO – высота правильной пира-

миды, а О – центр ∆АВС. 
Продолжим АО до пересечения с ВС в 

точке К. АО – биссектриса ∠ВАС, следо-
вательно, АК – тоже биссектриса в пра-
вильном ∆АВС, т.е. АК – медиана и высо-
та, АК⊥ВС. 

По теореме о 3-х перпендикулярах DK⊥ВС. 
Т.к. ВС ⊥ DK и ВС ⊥ AK, то ВС ⊥ пл. APK. 
Тогда ВС⊥AD. 
Т.к. ∆АВС правильный, то доказательство справедливо для лю-

бой пары скрещивающихся ребер. Значит, DC⊥АВ и АС⊥DB. 
Что и требовалось доказать. 
262.  

Пусть DO – высота пирамиды, а т. О – 
центр правильного ∆АВС. 

Боковые грани есть равные равнобед-
ренные треугольники. Построим грани 
DBC, высоту боковой грани DK. 

DK⊥ВС. Т.к. DK – высота в равнобед-
ренном ∆BDC, то ВК=КС. Построим отре-

зок АК. Точки А, О и К лежат на одной прямой АК, поскольку по 
построению, АК – медиана в равностороннем ∆АВС, а т. О – центр 
∆АВС. АК⊥ВС. 

Т.к. ВС ⊥ DK и ВС ⊥ AK, то ВС ⊥ пл. APK. 
Т.к. плоскость BDC проходит через прямую ВС, перпендикуляр-

ную к плоскости ADK, то, значит, пл. ADK (или пл. DOK)⊥пл. BDC. 
Что и требовалось доказать. 
263.  

Т.к. по условию KN || BA, то KN || CD, значит, KN || пл. CMD. 
а) Т.к. секущая плоскость LKN 

проходит через прямую KN, парал-
лельную плоскости CMD, и пересе-
кает эту плоскость (т. L ⊂ пл. CMD), 
то линия пересечения, проходящая 
через т. L, будет параллельна KN. От-
сюда следует построение: через т. L 
построим LE || CD (CD || KN, поэтому 
LE || KN) и в плоскости грани ADM 

построим отрезок NE. 
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Искомое сечение – 4-угольник KLEN. LE || KN, следовательно 
KLEN – трапеция. 

б) KL || МВ (по условию); 
KN || АВ (по условию). 
 

264.  
Большая диагональ основания рав-

на диаметру окружности, писанной 
около правильного 6-угольника 
А1А2…А6. Построим ОК⊥А1А2. А1А2 
равен радиусу вписанной окружности. 
Для правильного 6-угольника имеем: 

RAA =21 , .
2

321AA
rOK ==  

Но ,21 aAA = значит, ,1 aROA == .
2

3arOK ==  

Известно, что в правильной пирамиде все боковые грани – рав-
ные равнобедренные треугольники. Рассмотрим грань .21SAA  

По теореме о 3-х перпендикулярах имеем .21 AASK⊥  

.
2
1

2
1

2121
SKaSKAAS SAA ⋅=⋅=  

Пусть высота пирамиды .HSO =  
Из SOK∆  по теореме Пифагора имеем:  

.
4

3 2
2

22 HaHOKSK +=+=  (1) 

Сечение, проходящее через большую диагональ основания и вы-
соту пирамиды – .41SAA∆  

.2
2
1

2
1

4141
HaSOAAS AA ⋅⋅=⋅=  

По условию, 

,2
2
1

2
1 HaSKa ⋅⋅=⋅ следовательно, ,2HSK = ,4 22 HSK =  .

4

2
2 SKH =  

Из (1) ,
4

3 2
2

2 HaSK +=  или ;
44

3 22
2 SKaSK +=  ,

4
3

4
3 22 aSK =  

следовательно, .aSK =  

.
2
1

2
1 2

21
aaaS SAA =⋅⋅=  .3

2
66 2

2

21
aaSS AAбок ===  

Ответ: .3 2a  

Следовательно, по признаку па-
раллельности двух плоскостей, плос-
кости АМВ и KLN параллельны. 
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265.  
Пусть DO – высота правильной 

пирамиды, т. О – центр ∆АВС. 
Построим СМ⊥АВ и отрезок DM. 
По теореме о 3-х перпендикуля-

рах имеем DM⊥АВ. Плоскость 
CDM⊥АВ. 

В плоскости CDM построим отре-
зок МК под углом в 30о к отрезку СМ. 

Т.к. пл. CDM⊥АВ, а КМ ⊂ пл. CDM, то КМ⊥АВ. 
∠КМС=30о – линейный угол двугранного угла 

при основании пирамиды, образованый плоскостью 
сечения с основанием пирамиды. 

СО – проекция ребра CD на плоскость основания, следовательно, 
o60=∠CO , .т.к. в правильной пирамиде все боковые ребра одина-

ковы и наклонены к плоскости основания под одним углом. 
Соединив точки А и К, К и В, получим искомое сечение – 

;AKB∆ тогда 

,612
2
1

2
1 KMKMABKMS AKB ⋅=⋅⋅=⋅=∆ а 

из AMC∆  имеем: 36
2

31260sin ==⋅= oACMC (см), и 

из прямоугольного MKC∆  имеем: 

9
2

33660sin =
⋅

=⋅= oMCMK (см), значит, 

5496 =⋅=∆AKBS (см2). 
Ответ: 54 см2. 

266.  
Пусть МО – высота пира-

миды. Т.к. МА=МВ=МС=МD, 
то ОА = ОВ = ОС = OD (рав-
ные наклонные имеют равные 
проекции). Следовательно, 
точка О равноудалена от вер-
шин прямоугольника. В пря-
моугольнике таким свойством 
обладает точка пересечения 

его диагоналей, следовательно, точка О – точка пересечения диаго-
налей прямоугольника. 

КМ⊥АВ; 
СМ⊥АВ. 
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Построим сечение пирамиды плоскостью, проходящей через 
диагональ основания BD параллельно ребру МА. 

В плоскости МОС построим ОК ||МА и проведем отрезки ВК и 
DK. 

MA||OK, ОК ⊂ пл. DKB, следовательно, МА ||пл. DKB, ∆DKB – 
искомое сечение.  

Из ∆ВМС по теореме косинусов имеем: 
,cos2222 α⋅⋅−+= MCMBMCMBBC  

,cos29229236 α⋅⋅−⋅=  
,223658cos292 =−=α⋅⋅  

29
11cos =α . 

В ∆AMC OK – средняя линия, т.е. 
МК=КС. 

=
⋅

⋅⋅
−+=

292
1129292

4
29292BK

4
297211

4
2929 +

=−+= ,
4

101
= значит, 

2
101

=BK (дм). 

Из ∆MDC по т. косинусов имеем: 
,cos22

22 β⋅⋅⋅−+= MCMDMCMDDC  
,cos29229264 β⋅⋅−⋅=  ,6cos292 −=β⋅⋅  

,
29
3cos −=β  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−+=

29
3

2
29292

4
29292DK

4
291283

4
2929 +

=++=
4

157
= , значит, 

2
157

=DK (дм). 

Из ∆BDK по т. косинусов имеем: 
,cos2222 yBKDKBKDKDB ⋅⋅⋅−+=  

,cos
22

1011572
4

101
4

157100 y
⋅
⋅⋅

−+=
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,cos
2

101157
2

129100 y⋅
−=  

,71200129cos101157 −=−=⋅⋅ y  

101157
71cos
⋅

−=y . 

Т.к. cos2y + sin2y = s, то 

=−=
⋅

−=
⋅

−=
15857
50411

101157
50411

101157
711sin

2
y

101157
104

101157
10816

⋅
=

⋅
; 

=
⋅

⋅
⋅
⋅

⋅=⋅⋅=∆
101157

104
22

101157
2
1sin

2
1 yKBDKS DKB 8

104 = 13 (дм2). 

Ответ: 13 дм2. 

267.  
Если в основании пирамиды лежит 

многоугольник, то его можно всегда 
разбить диагоналями на треугольники, 
и значит, n-угольная пирамида будет 
состоять из многих треугольных пира-
мид. Докажем данное свойство для 
треугольной пирамиды. 

Пл. А1В1С1 || пл. АВС. 
Линии пересечения двух парал-

лельных плоскостей третьей – парал-
лельны, следовательно, А1С1 || АС, В1С1 || АВ, С1 В1 || СВ, и  

11COA∆ ~ OAC∆ , следовательно, 

.111
OA
OA

AB
BA

=  

Пусть ОМ – высота пирамиды. 
Прямоугольные треугольники 11OMA  и АОМ подобны по обще-

му острому углу при вершине О, значит, 

.11

OM
OM

OA
OA

=  

Тогда, .1111
OM
OM

OA
OA

AB
BA

==  

Т.к. утверждение доказано для одной произвольно выбранной 
грани, то пропорциональность частей, на которые плоскость делит 
высоту и боковые ребра других граней, остается в силе. 
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268.  
Боковые грани усеченной пирамиды – трапеции. Т.к. данная усе-

ченная пирамида получена из правильной 4-угольной пирамиды, то 
ее боковые грани – равные равнобедренные трапеции. 

Построим ОМ⊥ВС, М1М1⊥В1С1, и отрезок М1М. По теореме о 3-х 
перпендикулярах имеем: М1М⊥ВС (М1М⊥В1С1), т.е. М1М – апофема 
усеченной пирамиды, М1М=4 дм. 

∆ SВ1С1 ~ ∆ SВС , и ∆ SО1М1 ~ ∆ SОМ, т.к. они – прямоуголь-
ные и имеют общий острый угол при вершине S, тогда имеем: 

 
.

3
111111 ===

BC
CB

OM
MO

SO
SO  

Построим М1М2⊥ОМ; 
ОМ2=О1М1. 
Пусть высота усеченной пирамиды ОО1=h. Тогда из ∆М1М2М по 

т. Пифагора имеем: 

,16 2222
12 hhMMMM −=−=  

,
3
1

16 2
11

11 =
−+ hMO

MO  отсюда О1М1=
216

2
1 h− , 

,162 2
1111 hMOBA −=⋅= тогда 

22
11 16

1111
hBAS DCBA −== (дм2); 

,163)1616
2
1(22 222222 hhhOMAB −=−+−=⋅=  тогда 

,2ABS ABCD =  ),16(9 2hS ABCD −= а 

MM
BCCB

S CCBB 1
11
211

⋅
+

= =

22
2222

1684
2

16316 hhh
−=⋅

−+−
= (дм2), 
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.1864
111111
=++⋅ DCBAABCDCCBB SSS  

Получим уравнение .1861684)16(9)16( 2222 =−⋅+−+− hhh  

Введем замену: ,16 22 hz −=  z > 0, тогда 
01863210 2 =−+ zz ; 

093165 2 =−+ zz ; 

,
25

238
5

5298
5

465648
2,1

±−
=

±−
=

−±−
=z  

5
31

1 −=z  не подходит по смыслу задачи, т.к. z > 0; 

3
5

15
2 ==z (дм). 

;316 22 =− h  ,916 2 =− h  .72 =h  
7=h (дм). 

Ответ: 7 дм. 

269.  
Т.к. усеченная пирамида – 

правильная, то боковые грани – 
равные равнобедренные трапе-
ции. 

Построим СМ⊥АВ, О1М1⊥А1В1 
и отрезок М1М. По теореме о 3-х 
перпендикулярах М1М⊥АВ (и 
М1М⊥А1В1); т.е. М1М – апофема 
пирамиды. 

О1О – высота пирамиды. 
Пусть О1О=h, .1 aMM =  
Построим C1L⊥CM, C1L=О1О=M1N=h. 
ОС и О1С1 – радиусы описанных окружностей ∆АВС и ∆ А1 В1С1. 

3
4

2
32

4
60sin2

=

⋅

==
o

ABOC (дм), 

3
2

60sin2
2

60sin2
11

11 ===
oo

BA
CO (дм), 

StudyPort.ru



 151 

3
2

3
2

3
4

=−=CL (дм). 

Из прямоугольного LCC1∆  по т. Пифагора имеем: 

===−=−==
3
22

3
8

3
4422

11 CLCChLC
3

62 (дм), 

3
2

3260sin1111 ==⋅= oMCMC (дм), 

3
1

3
233 1111 =−=−= COMO (дм), 

32
2
3460sin =⋅=⋅= oCACM (дм), 

3
2

3
432 =−=−= COCMOM (дм), 

3
1

3
1

3
2

11 =−=−=−= MOOMONOMNM (дм). 

Из прямоугольного ∆ NMM1 по т. Пифагора имеем: 

3
3
1

3
822

1 =+=+== NMhaMM дм. 

270.  
,11 CCBB =  значит, трапеция 

CBCB 11  — равнобедренная. 
Построим АМ⊥ВС, ,1111 CBMA ⊥  

отрезок .1MM По теореме о 3-х 
перпендикулярах имеем: BCMM ⊥1  

),( 111 CBMM ⊥  следовательно, 
MM1  – высота боковой грани. 

Построим .1 AMNM ⊥  
Из ∆А1М1В1 имеем: 

2
3360sin1111 =⋅= oBAMA . 

Из ∆АМВ имеем: 

,
2

3560sin =⋅= oABAM  
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3
2

33
2

35
11 =−=−=−= MAAMANAMNM (см). 

Из ∆ NMM1  по т. Пифагора имеем:  

23122
11 =+=+= NMNMMM (см); 

82
2

53
2

2
1

11
11

=⋅
+

=⋅
+

= MM
BCCB

S CBCB (см2), 

41)53(
2
1

11
=⋅+=BBAAS (см2), 

4
1111

== BBAACCAA SS (см2), 

Sбок = CCAABBAACBCB SSS
111111

++ 16448 =++= (см2). 
Ответ: 16 см2. 

276.  
По определению точка называ-

ется центром симметрии фигуры, 
если каждая точка фигуры сим-
метрична относительно нее неко-
торой точке той же фигуры. 

а) Диагонали параллелограмма 
делятся точкой пересечения пополам. 

Сечение параллелепипеда про-
извольной плоскостью, содержа-
щей точку О, есть параллело-
грамм, стороны которого – линии 
пересечения секущей плоскости с 
гранями параллелепипеда. Пусть 

точки К и К’ – произвольные точки противоположных граней, через 
которые проходит секущая плоскость. Т.к. ∆ =LOK ∆ ''OKL  (по 

стороне и двум прилежащим к ней углам), то 
,'OKOK = а это означает симметрию точек К 

и К’ относительно точки О. 
Поскольку плоскость сечения выбрана 

произвольно, то любые две точки противопо-
ложных граней будут симметричны относи-
тельно т. О. 

Т.к. диагонали параллелепипеда пересека-
ются в одной точке, то точка О – единствен-
ная. Отсюда следует, что параллелепипед 
имеет одну точку симметрии.  
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б) Не имеет центра симметрии. 
Рассмотрим самый простой случай: построим плоскость, пер-

пендикулярную к боковому ребру призмы и проходящую через се-
редину этого ребра. Она будет плоскостью симметрии правильной 
призмы. 

Возьмем на ребрах точки .,, KNM  
N и N′ симметричны относительно точки 1N . M и M′ симмет-

ричны относительно точки М1. Даже в 
простейшем случае эти точки не совпа-
дают. 

в) Двугранный угол не имеет центра 
симметрии. 

г) Середина отрезка – его единст-
венный центр симметрии. 

277.  
а) Отрезок на плоскости имеет ровно одну ось симметрии; в про-

странстве – бесконечно много; 
б) правильный треугольник имеет три оси симметрии; 
в) куб имеет 9 осей симметрии. 

278. 

   
а) Правильная четырехуголь-

ная призма имеет 5 плоскостей 
симметрии 

б) Две плоскости, проходя-
щие через высоту и боковые 
ребра, а также две плоскости, 
проходящие через высоту и 
апофемы боковых граней, явля-
ются плоскостями симметрии. 

Т.е. правильная четырех-
угольная пирамида имеет всего 4 
плоскости симметрии. 
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в)  

  
  

279. Пусть ребро куба а, α – искомый угол. 

 
Диагонали граней равны 21111 aBCCABA === . 

Следовательно, ∆ BCA 11  – равносторонний, т.е. o
o

60
3

180α == . 

Ответ: 60о. 

280. Рассмотрим 2 случая: 
а) б) 

   
Пусть АА1=а. Пусть АА1=а. 
Искомое сечение – Искомое сечение – 
прямоугольник АА1С1С. правильный ∆ А1С1В. 

1) Если тетраэдр не является 
правильным,  то 3 плоскости сим-
метрии. 

2) Если тетраэдр является пра-
вильным, то 6 плоскостей симмет-
рии. 
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=⋅= 11111
CAAAS CCAA  ==∆ 4

)2( 2

11

aS BCA  

22 2aaa =⋅= . 
2

3
4

32 22 aa
=

⋅⋅
= . 

Ответ: а) 22a ; б) 
2
32a . 

281.  
Правильный тетраэдр состоит из 

4-х равносторонних треугольников. 
Все его ребра являются диагона-

лями граней куба, тогда, все ребра 
тетраэдра равны, грани его – пра-
вильные треугольники, и тетраэдр 
В1AD1C – правильный. 

Пусть сторона куба равна а, тогда 
ребро тетраэдра равно 2a . 

26 aSкуба ⋅= , 

,32
4

3)2(44 2
2

. 1
⋅=⋅=⋅= aaSS CADтетр  

3
3

3
32

6
2

2
==

⋅
=

a
a

S
S

тетр

куба . 

Ответ: 3 . 
282.  

Все углы между ребрами, имеющими 
общую вершину, одинаковы, т.к. тре-
угольники, в которые входят эти углы, 
равны между собою. 

Пусть ребро октаэдра равно а. 
Из ∆АВС по т. Пифагора имеем: 

.2aAC =  
Из ∆АSС по теореме косинусов име-

ем: 
α⋅⋅⋅−+= cos2222 SCASSCASAC , 

α⋅⋅⋅+= cos)2( 222 aaaaa , 

aaaa cos222 222 ⋅−= , отсюда следует, что cosα =0, α=90о. 
Ответ: 90о. 
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пл. MKN –  
искомое сечение. 

283.  
а) Пусть т. О – центр грани АВС. 
Построим МК || DB, MN || BC. 

МК || DB,  
MN || BC 
О∈ВС 

Пусть ребро тетраэдра равно а. 

Тогда 
2

3aAE = , 
3

aAO = , 

3
2

60sin 0
aAOAM == . 

Т.к. ∆ADB – равносторонний, а  
КМ || DB, то ∆AМК – также равносто-

ронний, АМ=КМ=
3

2a . 

∠МКН=∠BDC (углы с соответст-
венно параллельными и одинаково на-
правленными сторонами): 

∠МКН=60о. 

9
3

2
3

3
2

3
2

2
160sin

2
1 2aaaKNMKSMKN =⋅⋅⋅=⋅⋅⋅= o . 

б) Построим отрезок 
ОК⊥AD в пл. ADO. 

Т.к. пл. ADO⊥MN, то 
AD⊥MN. 

Т.к. AD ⊥ MN и AD ⊥ OK, 
то AD⊥пл. MNK 

Значит, ∆КМN – искомое 
сечение, 

.
2
1 MNOKS KMN ⋅⋅=  

∆АМN – равносторонний, 
3

2aAMMN == . 

3
aAO = , ϕ=ϕ⋅= sin

3
sin aAOOK . 

Из ∆ADE по теореме косинусов имеем: 
ϕ⋅⋅⋅−+= cos2222 AEADAEADDE , 
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ϕ⋅⋅−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
cos

2
32

2
3

2
3

2
2

2
aaaaa , 

1= ϕcos3 , 
3

1cos =ϕ , тогда 

3
2

3
11cos1sin 2 =−=ϕ−=ϕ . 

3
2

3
2

3
aaOK =⋅= ; 

9
2

3
2

3
2

2
1 2aaaSMKN =⋅⋅= . 

Ответ: а) 
9

32a ; б) 
9

22a . 

284.  
Внутренний многогранник обра-

зован средними линиями граней пра-
вильного тетраэдра, т.е. все его ребра 
равны, а грани – правильные, равные 
друг другу треугольники. 

Т.е. получившийся 8-гранник – пра-
вильный октаэдр. 
Ответ: правильный октаэдр. 

285.  
Достаточно доказать равенство 

двух отрезков (т.к. все грани тетраэд-
ра равны, и любая из них может счи-
таться основанием, а 3 другие – боко-
выми гранями). Рассмотрим ∆ОЕМ и 
∆OFN. 

Из равенства ∆DEO = ∆DOF сле-
дует: OE=OF, ME=NF, ∆DEO=∆DFO. 

А, значит, ∆ОЕМ=∆OFN, и 
ОМ=ON. 

286.  
а) В ∆АВС отрезок АО – радиус описанной окружности. По тео-

реме синусов имеем: 

AOBC 2
60sin

=
o

, 
3

2
32

mmAO =

⋅

= , 
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=−=−=
3

60sin mmOAAEOE o

3232
3 mmm

=−= . 

Из прямоугольного ∆АDO 
по т. Пифагора имеем: 

,222 OADOAD +=  или  

2
2

2

3
hmm +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= , 

3
2

3
2

2
22 ⋅=−= mmmh , mh

3
2

= . 

2
6

2
3 hhm =⋅= . 

б) Т.к. ЕО=ЕК, то ОК || AD. 
∆ЕОК ~ ∆ЕAD. Из подобия следует: 

EA
OE

AD
OK

= , 
2

3:
32

mm
m
n
= , 

3
1

=
m
n , mn

3
1

= . 

Ответ: а) 
2

66
=m ; б) mn

3
1

= . 

287. 
 
а) Расстояние между противопо-

ложными вершинами для всех вер-
шин одинаково. Вычислим расстоя-
ние между вершинами D и В. 

22222 aaaABADDB =+=+= . 
б) Расстояние между центрами 

двух смежных граней одинаково для 
всех смежных граней. 

В гранях DEA и АЕВ построим 
высоты ЕР и EQ. Пусть точки К и L – 

центры граней, KL – расстояние между центрами. В пл. РОЕ по-
строим KN⊥РО, а в пл. QOE – LM⊥QO. Построим отрезок NM, яв-
ляющийся проекцией искомого отрезка KL на плоскость основания. 

KLMN – прямоугольник. 
По теореме косинусов имеем: 
 

StudyPort.ru



 159 

→ EL || FK, грани AED и FBC параллельны. 

−+= 222 PHEPEH α⋅⋅ cos2 PHEP , 

−+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ 2
22

2
3

2
3 aaa  

α⋅⋅⋅− cos
2

32 aa , 

3
1cos =α , 

3
2sin =α . 

32
aPK =  (радиус окружности, впи-

санной в правильный ∆DEA), 

63
1

32
cos aaPKPN =⋅=α⋅= , 

362
aaaOMNO =−== . 

Из прямоугольного ∆NOM: 2
3

2 aONNM =⋅= . 

Т.е. искомое расстояние равно 
3

2a . 

в)  

 
Через середину квадрата АВСD построим LK || АВ. В грани FBC 

построим FK, а в грани AED – EL, FK⊥BC, EL⊥AD (высоты в равно-
сторонних треугольниках). 

FK⊥BC, 
ВС || АD, 
EL⊥AD, 
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Пл. LEK⊥пл. FBC и пл. LEK⊥пл. AED. 
Из т. К построим в пл. LEK отрезок КН⊥LE. 
КН⊥AD (т.к. пл. LEK⊥AD) и 
КН⊥LE, LE пересекается с AD. 
Отсюда КН⊥пл. AED (и КН ⊥ пл. FBC). 
Значит, КН – искомое расстояние. 

 

3
2sin =α , 

3
6

3
2sin aaLKHK ==α⋅= . 

Ответ: а) 2a ; б) 
3

2a ; в) 
3

6a . 

ВОПРОСЫ К ГЛАВЕ III 

1. Три точки, не лежащие на одной прямой, задают единствен-
ную плоскость, проходящую через 
них. Точка, не лежащая в данной 
плоскости задает выход из плоскости 
в трехмерное пространство. Соеди-
ним ее отрезками с тремя точками на 
плоскости. Получим тетраэдр, у ко-
торого 6 ребер, а именно: 3 в основа-
нии и 3 боковых. 

Ответ: 6 ребер. 

2. Призма имеет столько граней, сколько сторон у многоуголь-
ника, лежащего в основании. Если призма имеет n граней, то в ос-
новании лежит выпуклый n-угольник. 
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3. Плоскость А1АВВ1 образует с 
плоскостью α двугранный угол 
90о. Соответствующий ему линей-
ный угол ∠А1АВ=90о. Плоскость 
А1АСС1 образует с плоскостью α 
двугранный угол 90о. Соответст-
вующий ему линейный угол 
∠А1АС=90о. Итак, АА1⊥АС, 
АА1⊥АВ, то есть АА1 перпендику-
лярен к двум пересекающимся 
прямым в пл. α; следовательно, 
АА1⊥α. Боковые ребра призмы па-
раллельны, следовательно, все они перпендикулярны пл. α. Следо-
вательно, по определению, если боковые ребра призмы перпендику-
лярны к основаниям, то призма называется прямой (п. 27). 
Ответ: да. 

4. Высота призмы – это перпендикуляр, проведенный из некото-
рой точки одного основания к плоскости другого основания. Боко-
вые ребра, параллельные высоте, тоже перпендикулярны основани-
ям, т.е. призма – прямая. 
Ответ: в прямой призме. 

5. Если все ребра призмы равны, то в основании лежит правиль-
ный многоугольник. Но равенство ребер не гарантирует их перпен-
дикулярности к основаниям призмы, например, боковые грани – 
ромбы. Следовательно, равенства всех ребер призмы недостаточно 
для того, чтобы она была прямой. 
Ответ: в общем случае – нет. 

6. Может, если, например, в треугольной наклонной призме одна 
из граней перпендикуляра к плоскости основания. 

 
пл. АА1С1С⊥пл. АВС, 
А1Н⊥АС, А1Н⊥пл. АВС. 
А1Н – высота боковой грани и призмы одновременно. 
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7. 
а) б) 

  
С1С⊥ВС, но С1С Грань А1АС1С перпендикулярна 
не перпендикулярно СА и ВА. пл. АВС; а две другие грани не 

перпендикулярны пл. АВС. 
Ответ: а) да, существует; б) да существует. 

8. Пусть ребро АВ=а, а боковое ребро А1А=h. В призме 
AMNA1M1N1. 

NNMMMMAAбок SSS
1111

2 +⋅= , 

2
3

222
2 ahhaahhahaSбок =+=⋅+⋅⋅= . 

В призме MBCNM1B1C1N1: 
BBCCMMNNMMBBбок SSSS

11111
2 ++⋅= , 

=+⋅+⋅⋅= ahhahaSбок 22
2

2
5

2
2 ahahah =+= . 

Отношение площадей: 

SбокAMNA1M1N1 : SбокMBCNM1B1C1N1 = 6,0
5
3

2
5:

2
3

==
ahah . 

Ответ: 0,6. 

9. Рассмотрим простейший случай: пирамида – треугольная. 
Пусть ∆ADB – правильный, AD=а. То-

гда по условию ∆BDC и ∆АDC – тоже пра-
вильные треугольники со сторонами, рав-
ными а. Значит, ∆АDC=∆BDC=∆ADB. 
Построим высоту пирамиды DO. DO⊥пл. 
АВС. Построим отрезки ОА, ОВ, ОС. 

∆DOA=∆DOB=∆DOC (по катету DO и 
гипотенузам DA = DB = DC), тогда из ра-
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венства треугольников следует: ОА=ОВ=ОС, точка О – центр пра-
вильного ∆АВС. По определению пирамида DABC – правильная. 

Когда пирамида имеет n граней и все они правильные треуголь-
ники, то все рассуждения аналогичны. 

а) Все боковые грани равны. 
б) Построим высоту пирамиды, основание высоты – точка О. 
Соединяем т. О с вершинами n-угольника, лежащего в основании. 

Получили n прямоугольных треугольников, которые равны по катету 
и гипотенузе. Значит, равны и отрезки, соединяющие т. О с вершина-
ми n-угольника. Следовательно, т. О равноудалена от вершин n-
угольника, следовательно, является центром правильного n-
угольника. 

По определению данная пирамида – правильная. 
Ответ: будет. 

10. а) Пусть в пирамиде DABC 
грань ADC⊥пл. ACD. Отсюда следует: 

а) Возможен случай, когда грань 
DCB⊥пл. АВС, ребро DC⊥пл. АВС.  

б) Второйслучай: грань ADC⊥пл. 
АВС, другие грани – наклонные. 

Из вершины пирамиды можно про-
вести единственный перпендикуляр к плоско-
сти основания. Пусть этот перпендикуляр – 
боковое ребро. Через него можно провести 
две боковые смежные грани, тоже перпенди-
кулярные плоскости основания. Остальные 
грани будут образованы наклонными, прове-
денными из вершины пирамиды, и, поэтому, 
не могут быть перпендикулярны основанию. 
Ответ: одну или две. 

11. У пирамиды, описанной в вопросе, две противоположные грани 
параллельны, то есть не имеют общей точки. Но пирамида имеет об-
щую точку для всех боковых граней – вершину пирамиды. Таким обра-
зом, пирамида при таком условии не существует. 
Ответ: не существует. 

12. Построим пирамиду, у которой все грани – прямоугольные 
треугольники. 

Из т. С ∈ α проводим СА и СВ. 
Из т. С восстановим перпендикуляр CD к пл. а. 
Построим отрезок DA. Через т. А проводим АВ⊥СА. Проводим от-

резок DB. 
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∆DCA и ∆DCВ – прямоугольные (т.к. DC⊥пл. АВС). 
 
По теореме о 3-х перпендикулярах 

имеем DA⊥АВ, значит, ∆DАВ прямо-
угольный. А ∆САВ прямоугольный по 
построению. 

Т.е. пирамида, у которой все грани 
есть прямоугольные треугольники, по-
строена. 
Ответ: могут. 

13. Пусть боковое ребро равно l. Построим высоту РО. 
∆PDO прямоугольный, PD > OD, т.к. PD – гипотенуза, 

или l > 
2

210 , 25>l . 

Соответственно, 22041> . 
На основание понадобится 

10⋅4=40 (см) проволоки, значит, 
на боковые ребра останется 66 – 
–40=26 (см). 

Сравним числа 20 2  и 26. 
26220 ∨ , 13210 ∨ , 1692100 ∨⋅ , 169200 ∨ . 

Раз 200 > 169, то и 26220 > . 
Т.е. 262204 >>l . значит, на боковые ребра нужно затратить 

более 26 см проволоки, а их – нет. 
Ответ: нельзя. 

14. 

 
На треугольные пирамиду САВС1 и четырехугольную пирамиду 

С1АВВ1А1. 
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ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ III 

288.  
Пусть в основаниях призмы будут n-угольники. Тогда вершин у 

призмы будет n+n=2n, а выражение 2n делится на 2 при любом n. 
Число боковых ребер равно числу вершин многоугольника, ле-

жащего в основании, то есть равно n. Число ребер верхнего основа-
ния равно числу сторон n-угольника, то есть равно 12. У нижнего 
основания также n сторон. Всего ребер n+n+n=3n, а выражение 3n 
делится на 3 при любом n. 

289.  
Куб имеет 6 равных граней, ка-

ждая из которых – квадрат. Значит, 
граниполн SS ⋅= 6 . 

Пусть ребро куба равна а. По-
строим отрезки А1С и АС; по усло-
вию, А1С=d, ABCD – квадрат, АС – 
его диагональ. По теореме Пифаго-
ра, из ∆ACD имеем: 

;222 DCADAC +=  .2 2222 aaaAC =+=  
Из прямоугольного ∆АА1С по теореме Пифагора имеем: 

,2
1

22
1 AAACCA +=  или 2222 32 aaad =+= . 

Отсюда .
3
1 22 da ⋅=  

Найдем площадь грани АА1D1. 

3

2
22

1
daAASграни === , 

тогда, .2
3

66 2
2

2 ddаSполн =
⋅

==  

290. Из определения прямоугольно-
го параллелепипеда следует, что в ос-
новании лежит прямоугольник ABCD. 

В ∆АСВ: ,90o=∠ABC  
,cosϕ= lBC  .sinϕ= lAB  

АА1⊥ВС и АВ⊥ВС, отсюда А1В⊥ВС 
по теореме о трех перпендикулярах 
имеем: 
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∆ВА1С – прямоугольный, ,901
o=∠ BCA  .cos1 θϕ=θ⋅= tgltgBCBA  

По теореме Пифагора из ∆АА1В напишем: 

=ϕ−θϕ=−= 2222222
11 sincos ltglABBAAA

;cos 22 ϕ−θϕ= tgtgl  

ϕ

ϕ⋅ϕ
−θ 2

22
22

cos
sincoscosl = )(cos 2222 ϕ−θθ tgtgl = 

= ,coscos 2222 ϕ−θϕ=ϕ−θϕ tgtgltgtgl   
т.к. ϕ– острый, то ).0cos >ϕ  

BCAAABAASSS CCBBBBAAбок ⋅+⋅=+= 11 2222
1111

= 

= )cossin(cos2 22 ϕ+⋅ϕ−θϕ lltgtgl = 

= )cos(sincos2 222 ϕ+ϕϕ−θϕ tgtgl ; (1) 

)cos(sin
2
2cossin ϕ+ϕ=ϕ+ϕ = 

)cos
2

1sin
2

1(2 ϕ+ϕ= = 

= ϕ⋅
π

+ϕ⋅
π sin

4
sincos

4
(cos2 = ).

4
cos(2 ϕ−

π  

ϕ

ϕ
−

θ

θ
=ϕ−θ

2

2

2

2
22

cos
sin

cos
sintgtg = 

=
ϕ⋅θ

ϕ⋅θ−ϕ⋅θ
22

2222

coscos
sincoscossin = 

= .
coscos

)sincoscos)(sinsincoscos(sin
22 ϕ⋅θ

ϕ⋅θ−ϕ⋅θϕ⋅θ+ϕ⋅θ  

Подставим в выражение (1) преобразованные выражения. 

ϕ⋅θ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ−
π

⋅ϕ−θ⋅ϕ+θϕ
=

22

2

coscos

4
cos2)sin()sin(cos2l

Sбок = 

ϕ⋅θ

ϕ⋅ϕ−θ⋅ϕ+θ⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ−
π

=
coscos

cos)sin()sin(
4

cos22 2l
= 
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= .
cos

)sin()sin(
4

cos22 2

θ

ϕ−θ⋅ϕ+θ⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ−
πl

 

Ответ: .
cos

)sin()sin(
4

cos22 2

θ

ϕ−θ⋅ϕ+θ⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ−
πl

 

291.  
Пусть А1С – наклонная, АС – 

ее проекция на плоскость осно-
вания, тогда, .1 ϕ=∠ CAA  

По теореме о 3-х перпенди-
кулярах имеем А1В⊥ВС. ∆А1ВС 
прямоугольный ( o901 =∠ BCA ). 
А1В= ,sinθd  .cosθdBC =  

Из прямоугольного ∆А1АС 
имеем: 

,cosϕdAC =  .sin1 ϕdAA =  
Из прямоугольника ∆АВС по 

теореме Пифагора имеем: 

θϕ 222222 coscos ddBCACAB −=−= =

)cos(cos)cos(cos θϕθϕ +⋅+= d =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅
+

⋅⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅
+

⋅=
2

sin
2

sin2
2

cos
2

cos2 θϕθϕθϕθϕd = 

=
2

cos
2

sin2
2

cos
2

sin2 θϕθϕθϕθϕ −
⋅

−
⋅⋅

+
⋅

+d = 

= .)sin()sin( θϕθϕ −⋅+d  

CCBBBBAAбок SSS
1111

22 += = BCAAABAA ⋅+⋅ 11 22 = 

= )(2 1 BCABAA + = )cos)sin()sin((sin2 θϕθϕθϕ ddd +−+ =

).)sin()sin((cossin2 2 ϕθϕθθϕ −⋅++= d  

Ответ: ).)sin()sin((cossin2 2 ϕθϕθθϕ −⋅++d  
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292.  
Прямые AD и D1B – скрещивающиеся. Построим через D1B 

плоскость, параллельную AD. Расстояние от стороны основания AD 
до D1B – расстояние от AD до плоскости, параллельной AD. 

Т.к. AD || A1D1, то AD || пл. A1D1CB. 
В пл. АА1В1В построим отрезок 

АТ⊥А1В. 
АТ⊥AD т.к. принадлежит плоскости 

передней грани, перпендикулярной AD, а 
AD || ВС, значит, АТ⊥ВС. Получили, что 
АТ⊥ВС и АТ⊥А1В, следовательно, АТ⊥пл. 
A1D1CB. 

АТ – искомое расстояние. 
По т. Пифагора из ∆АА1В имеем: 
 

;22
1

2
1 ABAABA += .1068 22

1 =+=BA  

 

Из прямоугольного ∆АА1B имеем: 
4
3

8
6
==αtg . 

Пусть АТ=х, тогда из прямоугольного ∆А1АТ: 
264 x

xtg
−

=α   

(т.к. ,)2
1

2
1 TAAAAT −=  ,

644
3

2x

x

−
= ,

16
9

64 2
=

− x

x  

,649916 22 ⋅+−= xx  
),0(64925 2 >⋅= xx  

,835 ⋅=x  8,4
4
25

==x  (см), АТ = 4,8 (см). 

Ответ: 4,8 см. 
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293.  
Т.к. в основании 4-угольник, то 

данный многогранник – прямоуголь-
ный параллелепипед, ABCD – квадрат. 
Диагонали прямоугольного паралле-
лепипеда в точке пересечения – т. О 
делятся пополам. Диагонали B1D и 
BD1 лежат в плоскости B1D1DB, а 
B1D1DB – прямоугольник и по усло-
вию B1D⊥BD1. 

По свойству диагоналей прямо-
угольника, B1D=BD1 и B1О=OD=BO=OD1. 

Все 4 прямоугольных треугольника 
равны по двум катетам, значит, 
B1D=D1D, то есть B1D1DB – квадрат. 

Пусть B1D1=а, а B1С1=х. Тогда из 
∆A1B1D1 по теореме Пифагора имеем: 

,222 axx =+  .
2

2
2 ax =  

Диагонали А1С и B1D лежат в плос-
кости A1B1CD; A1B1CD – прямоуголь-
ник. 

Из прямоугольного ∆АA1D1по теореме Пифагора имеем: 
22

1
2

1 ADAADA += = 

;
2

3
2

22
222 aaaxa =+=+=  .

2
3

1 aDA =  

Из прямоугольного ∆DA1B1 по т. Пифагора имеем: 
 

=+= 2
11

2
11 BADADB

,2
22

3 22
aaa

=+=  

.
22

2
11

aaOBODOCOA =====  

Значит, ∆ 11OBA  – равносторонний, 

тогда .60
3

180o

11
o==α=∠ OBA  
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294.  
Правильная 4-угольная призма –

прямоугольный параллелепипед, диаго-
нали которого пересекаются в одной точ-
ке и делятся в ней пополам. 

Сечение A1D1CB, – прямоугольник. По 
условию его площадь равна Sо. 

,1BAaSo ⋅=  тогда .1 a
S

BA o=  

Из прямоугольного ∆А1АВ по т. Пифа-
гора имеем: 

,
42

2
2

2
22

11 a
aS

a
a
SABBAAA oo −

=−=−=  

=⋅+⋅= CCBBBBAAбок SSS
1111

22  

=⋅=⋅⋅+⋅= aAAABAAABAA 111 4222
a

aSa o
424 −

= .4 42 aSo −  

Ответ: .4 42 aSo −  

295.  
СС1 || АА1, ABCD – ромб. Отсюда ∠A1AD=∠A1AВ. 

Построим А1Н⊥пл. АВС, НМ⊥АВ, 
HN⊥AD, отрезки А1М и A1N. 

Нам надо доказать, что высота 
параллелепипеда А1Н проектирует-
ся в точке Н на диагональ АС. 

Т.к. по построению А1Н⊥АВ и 
MN⊥АВ, то по теореме о 3-х пер-
пендикулярах имеем: А1М⊥АВ. 

Т.к. А1Н⊥AD и NH⊥AD, то по 
теореме о 3-х перпендикулярах имеем: A1N ⊥ AD. 

∆А1АМ=∆А1АN, (А1А – общая, они прямоугольные и имеют по 
равному острому углу). Отсюда следует, что АМ=АN. 

∆АНМ=∆AHN, (т.к. они прямоугольные, гипотенуза АН – общая, 
AN=АМ). 

Отсюда следует, что ∠НАМ=∠HAN, то есть точка Н лежит на 
биссектрисе угла ромба, которая является диагональю ромба; а диа-
гонали ромба взаимно перпендикулярны. 
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Т.к. А1Н⊥АС и А1А⊥DB (по теореме о 3-х перпендикулярах), но 
т.к. А1А || C1C, то C1C || DB. 

Утверждение а) доказано. 
Докажем, что ВВ1D1D – прямоугольник. 
Т.к. D1B1 || DB и D1D || B1B, то DD1B1B – параллелограмм. 
В1В || А1А, но т.к. доказано, что А1А⊥DB. 
Значит, в параллелограмме D1D B1B ∠B1BD=90 о, и потому дан-

ный параллелограмм – прямоугольник. 
Утверждение б) доказано. 
Докажем, что BD ⊥ пл. АА1С1. 
DB ⊥ AC и DB ⊥ AA1 – по свойству диагоналей ромба. 
Отсюда DB⊥пл. А1АСС1, т.е. в) доказано. Докажем, что пл. 

А1АСС1⊥пл. BB1D1D. 
Т.к. пл. ВВ1D1D проходит через прямую DB⊥АС, то плоскости 

перпендикулярны. 
Мы доказали и пункт г). 

296. 

 
Пусть ∆АВС – правильный, СС1⊥пл. АВС, СС1=h. 
Построим линейный угол двугранного угла с ребром MN. 
Построим СН⊥АВ, С1Н1⊥А1В1, отрезки Н1Н, ТН1. 

СН⊥MN (раз MN || АВ) и НН1⊥АВ, (А1Н1=АН, А1Н1 || АН, поэтому 
А1Н1НА – параллелограмм с прямым углом А1АН, А1Н1НА – прямо-
угольник) то по теореме о 3-х перпендикулярах имеем: T1H1⊥ MN. 

Тогда, ∠Н1ТН=ϕ – линейный угол двугранного данного угла. 
Н1Н=С1С=h. 
4-угольник ABNM – трапеция (MN || А1В1).  
Из ∆ТНН1 имеем: Н1Н:ТН=tgα, или 

,ϕtg
TH
h

=  =TH .ϕ=
ϕ

hctg
tg
h  
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По теореме Фалеса имеем: СТ=ТН=
2
1 СН, СН=2hctgϕ. 

 

.
3

4

2
3

2
60sin

ϕϕ hctghctgCHCB ===
o

 

Значит, ,
3

4
11

ϕhctgBA =  MN=
2
1 АВ= .

3
2 ϕhctg  

Из прямоугольного ∆ТН1Н имеем: ,
sin1 ϕ

hTH =  тогда 

=
⋅+

==
2

)( 111
11

THMNBASS AMNB  

.
sin

cos3
sin32

6
2

3
2

3
4

sin
2

22

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕϕ
ϕ hctgh

hctghctgh

==
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅

=  

Ответ: .
sin

cos3
2

2

ϕ
ϕh  

297.  
а) ∆АВС – правильный, BD⊥АС; А1Н ⊥АС, тогда, пл. A1HD⊥АС, 

значит, A1D⊥АС. 
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Т.к. пл. АА1С1С проходит через прямую АС, перпендикулярную 
к плоскости A1BD, то пл. A1BD⊥пл. А1АС. 

б) В задаче буква О не оговорена – очевидно, опечатка, пункт б) можно 
не решать. 

в) Построим АМ⊥СВ, А1М1⊥С1В1 и отрезок ММ1. 
Т.к. ∆АВС – правильный, то АМ – продолжение АН. 
СМ=С1М1, СМ || С1М1, следовательно, С1М1МС – параллело-

грамм. 
МН⊥СВ тогда по теореме о 3-х перпендикулярах имеем: 
А1Н⊥СВ АМ⊥СВ, СВ⊥пл. А1НМ. 
Тогда, СВ⊥пл. А1НММ1, следовательно, СВ⊥М1М. 
Т.к. СМ⊥М1М, то параллелограмм СС1М1М – прямоугольник. 
Т.к. СС1 || М1М || В1В, СВ⊥М1М, то грань С1В1ВС – прямоуголь-

ник. 

298.  
Пусть ABCDA1B1C1D1 – 

данный параллелепипед, Н – 
точка пересечения диагоналей 
АС и BD основания ABCD. По-
строим перпендикуляр, прове-
денный к плоскости основания 
через точку Н. Вершина D1 
верхнего основания лежит на 
прямой D1H⊥пл. ABCD. 

оснбокполн SSS 2+=  
2аSS ABCDосн == . 

Т.к. в основании данного параллелепипеда – квадрат, то все 4 бо-
ковые грани равны. Найдем площадь одной из них, например, 

.
11 CDCDS  

Построим НТ⊥DC и отрезок D1T. По теореме о 3-х перпендикуля-
рах имеем: D1T⊥DC, тогда, D1T – высота параллелограмма D1C1CD. 

.1111
TDaTDCDS CDCD ⋅=⋅=  

Из ∆D1HT по т. Пифагора имеем:  

TD1
2

1

2
2

1
2

2
HDaHDHT +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+= . 

,2⋅= aBD  
22

2 aaBH == , .1 bDD =  
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По теореме Пифагора имеем: D1H= =− 22
1 HDDD .

2

2
2 ab −  

Т.е. =−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

22

2
2

2

1
abaTD ,

2
4

4
4

24

22222
2

2 abababa −
=

−
=−+   

.
2

4 22

11

abaS CDCD
−

⋅=  

.42
2

44 22
22

abaabaSбок −=
−

⋅=  

В итоге имеем: 
2222222 42242 abaaabaaaSполн −+=−++= = ).4(2 22 abaa −+  

Ответ: ).4(2 22 abaa −+  

299.  
Пусть ABCS – данная пирамида. Т.к. по условию ABCS – пра-

вильная, то высота пирамиды SO⊥пл. АВС, т. О – центр ∆АВС. 

 

Площадь правильного ∆АВС равна 
4

32mSосн = . Соединим т. О 

с вершинами ∆АВС, тогда получим три прямоугольных треугольни-
ка: ∆AOS, ∆BOS, ∆COS. В них ОА=ОВ=ОС (т.к. т. О – центр в пра-
вильном ∆АВС), SO – общий катет. тогда, ∆AOS=∆BOS=∆COS (по 
двум катетам) и SA=SB=SC. 

Т.е. все три боковые грани – равные треугольники. Найдем пло-
щадь SBCS. 

Построим ОК⊥ВС и отрезок SK в грани BSC. По теореме о 3-х 
перпендикулярах имеем SK⊥ВС, то есть SK – высота ∆SBC. 
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.
22

1 mBCBKCK ===  

Пусть SO=h. Тогда из прямоугольного ∆SOK по т. Пифагора 
имеем: 

,2222 OKhOKSOSK +=+=  

,
22

1 22 OKhmSKCBS BCS
+

=⋅⋅=  

.
2

33
22 OKHmSS BCSбок

+
=⋅=  

 

По условию задачи ,2 ABCбок SS ∆=  ,
4

32
2

3 222 mOKhm
=

+  или 

.33 22 mOKh =+  
Найдем ОК. 
Т.к. ∆АВС равносторонний, то ОК – радиус вписанной окружно-

сти, .30o=∠OCK  
Из прямоугольного ∆ОКС имеем: 

,30otg
CK
OK

=  ,
323

1
2

30
2

mmtgmOK =⋅== o  .
12

2
2 mOK =  

Из уравнения (1) найдем h. 

,
12

3
2

2 mmh =+  

,)
12

(3 2
2

2 mmh =+  ,
4

3 2
2

2 mmh =+  ,
4

33
2

2 mh =  ;
4

2
2 mh =  h > 0, 

поэтому .
2
mh =  

Ответ: 
2
m . 
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300.  
Построим сечение плоскостью, 

проходящей через точки E, F и Р. 
 
Построим среднюю линию в 

∆АВС, EF || АС, EF= .
22

1 aAC =  

EF || АС, а АС ⊂ пл. DCA, значит, 
EF || пл. DCA. Плоскость сечения пе-
ресечет грань DCA по прямой РК. 

Т.к. плоскость сечения проходит 
через прямую EF, параллельную 

плоскости DCA и пересекает плоскость DCA, то линия пересечения 
РК параллельна прямой EF. 

Построим в грани BDA отрезок FP, а в грани BDC – отрезок ЕК. 
4-угольник EFOK и есть искомое сечение. EF || АС, РК || EF || АС, 

,
2
1 ACEF =  ,

2
1 ACPK =  значит, .

2
aPKFE ==  Т.к. EF || РК и 

EF=РК, то EFPK – параллелограмм. Таким образом, ЕК || ЕР, ЕК – 

средняя линия ∆BCD, ЕК=
2
b  и FP= .

2
b  

Угол между скрещивающимися прямыми DB и СА равен 90о. 
Докажем это. 

 
Построим высоту пирамиды DO. 

Точка О – центр правильного ∆АВС. 
Продолжим отрезок ВО до пересе-
чения со стороной АС в точке М. В 
правильном ∆АВС ВМ – высота, ме-
диана и биссектриса, следовательно, 
ВМ⊥СА. Имеем, что ВМ⊥СА, 
DO⊥СА, тогда по признаку перпен-
дикулярности прямой и плоскости, 
СА⊥пл. BDM, тогда СА⊥BD. 

Значит, т.к. СА⊥BD, а РК || СА и ЕК || BD, то РК⊥ЕК, и 4-
угольник EFPK есть прямоугольник. 

EKPKSEFPK ⋅= = .
422

abba
=⋅  

Ответ: .
4

ab  
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301.  
Т.к. в правильной пирамиде боковые ребра равны, то 

DB=DA=DC. В основании – правильный ∆АВС, т.е. АВ=АС=ВС. 

 
Следовательно, все боковые грани равны – равнобедренные тре-

угольники. 
Построим в пл. BDK отрезок BK⊥DA, ВК=16 см. Т.к. 

∆BDA=∆CDA, то СК⊥DA. 
∠СКВ – линейный угол двугранного угла при боковом ребре, 

∠СКВ=120о, тогда по условию СК=ВК=16 см. 
Из ∆ВКС по т. косинусов имеем:  

 
⋅−+= BKCKBKBC 2222 o120cos⋅CK ; 

=−= oo 60cos120cos ,
2
1

−  

,163
2
11621616 22222 ⋅=⋅⋅++=BC  316=BC (см). 

Из прямоугольного ∆СКА имеем: .
3

1
316

16sin ===∠
KA
CKA  

Из ∆CDA по теореме синусов имеем: ,
sinsin D

CA
C

DA
∠

=
∠

 откуда 

,cossin2)2sin()2180sin(sin AAAAD ∠⋅∠=∠=∠−=∠ o  

CD=DA 

StudyPort.ru



 178 

,
3
2

3
11

3
11cos

2

=−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=∠A  

,
3

22
3
2

3
12sin =⋅⋅=∠D  

,

3
22
316

3
1

=
DA значит, 212

2
24

223
31316

==
⋅

⋅⋅
=DA  (см). 

Построим DE⊥AC, DE – апофема пирамиды1. Тогда 

,
2
1 CADES ABC ⋅⋅=∆  тогда =⋅⋅ DE316 ,16212 ⋅  

Отсюда 64
3

3212
3
212

=
⋅⋅

==DE (см). 

Ответ: 64 см. 

302.  
Пусть ABCDS – данная пирамида. Т. О – точка пересечения диа-

гоналей параллелограмма. 

 
 
По свойству параллелограмма имеем: 
ВО=OD и АО=ОС. 
SO⊥пл. АВС, SO=4. 
∆OSB=∆OSD (по двум катетам), тогда SB=SD; 
∆AOS=∆COS (по двум катетам), тогда SA=SC. 

Пусть АО=ОС= 3
2
1

=AC см, BO=OD=x. 

Из ∆ACD по теореме косинусов имеем: 
−+= 222 CDACAD ,cos2 α⋅⋅⋅ CDAC  

                                                           
1 Определение апофемы см. п. 29, стр. 67 учебника. 
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,cos362367 222 α⋅⋅⋅−+= 49=36+9 ,cos36 α⋅−  ;4cos36 −=α  

.
9
1

36
4cos −=

−
=α  

Т.к. αcos < 0, то задаче соответствует рисунок: 

 
Из ∆COD по теореме косинусов имеем: 

−+== 2222 33xOD ,cos332 α⋅⋅⋅  

;20218
9
192992 =+=⋅⋅++=x  52=x (см), (т.к. x > 0) 

Из прямоугольного ∆SOD по теореме Пифагора имеем: 

636204222 ==+=+= ODSOSD (см), 6== SBSD (см). 
Из прямоугольного ∆SOC по т. Пифагора имеем: 

52534 2222 ==+=+= OCSOSC см. 5== SASC см. 
Ответ: 5 см, 5 см, 6 см, 6 см. 

303.  
Пусть ABCDS – данная пирамида. 

 
Построим ВЕ⊥AD, BF⊥CD, отрезки SE и SF. По теореме о 3-х 

перпендикулярах имеем: SE ⊥AD и SF⊥DC. Таким образом, мы по-
строили два угла: ∠BES – линейный угол двугранного угла грани 
ASD и плоскости основания, а ∠ BFS – линейный угол двугранного 
угла грани DSC и плоскости основания. 

∆SBE=∆SBF (по катету и острому углу). Отсюда следует, что 
BE = BF. 

StudyPort.ru



 180 

 
Из прямоугольного ∆SBF имеем: =⋅= o30ctgSBBF 312 (см). 

Из прямоугольного ∆АВЕ имеем: 24
3

2312
60sin

=
⋅

==
o

BEAB (см). 

Т.к. ABCD – ромб, то AD=DC=24 см. 

Из ∆SBE по т. Пифагора имеем: 2431212 22 =⋅+=SE  (см). 
Находим тогда площади боковых граней. 

,CSBASB SS =  т.к. ∆ASB=∆CSB. =⋅⋅= 2412
2
1

ASBS 144 (см2). 

,DSCASD SS =  =⋅⋅=⋅⋅= 2424
2
1

2
1 SEADSASD 288 см2. 

2883288214422 ⋅=⋅+⋅=+= ASDASBбок SSS (см2). 

328831224 =⋅=⋅= BEADSосн (см2). 

)33(28832882883 +=+⋅=+= оснбокпов SSS (см2). 

Ответ: )33(288 + см2. 
304. Пусть ABCDS – данная пирамида. 

 
Т.к. ABCDS – правильная пирамида, то основание ABCD – квад-

рат, точка О – центр квадрата, SO – высота пирамиды, 
SA=SB=SC=SD. 

Построим DE⊥SC; в силу равенства треугольников ∆BSC=∆DSC 
по трем сторонам. ВЕ⊥SC и ∠DEB – линейный угол двугранного 
угла. Пусть ∠DEB=α. 
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Построим OF⊥AD и отрезок SF. По тео-
реме о 3-х перпендикулярах имеем SF⊥AD. 
∠OFC – линейный угол двугранного угла 
между боковой гранью и плоскостью 
основания. 

Пусть ∠OFC=β. 
Пусть сторона основания равна а. Тогда 

,2aACBD ==  .
2
aOF =  

∆DSC – равнобедренный, а т.к. ∠DSC=60о, то ∆DSC – равносто-

ронний. DE= ,
2

360sin aa =o  .
2

3aBEDE ==  

Из ∆BED по теореме косинусов имеем: −+= 222 DEBEBD  

,cos2 α⋅⋅⋅− DEBE  или −
⋅

⋅=
4

322
2

2 aa  ,cos
4

32
2

α
⋅

⋅
a  

,cos
4
3

4
31 α−=  ;

3
1cos −=α  т.е. .18090 oo <α<  

Из ∆SOF: ,cos
SF
OF

=β  

2
360sinsin aaFDSSDSF =⋅=∠⋅= o ; .

3
1

2
3:

2
cos ==β

aa  

Свяжем углы α и β. 

;
3
1cos −=α  ,1

2
cos2cos 2 −

α
=α  причем ,90

2
45 oo <

α
<  следова-

тельно, .0
2

cos >
α  

,3
11

2
cos2 2 −=−

α  ,
3
1

2
cos2 =

α  .
3

1
2

cos =
α  

Т.е. получили, что ,cos
2

cos β=
α  а т.к. 

2
α  и β - острые углы, то 

,
2

β=
α  что и требовалось доказать. 

305.  
Пусть ABCDS – данная пирамида, т.к. ABCDS – правильная, то 

SO – высота пирамиды, все боковые ребра равны. Все боковые гра-
ни – равные треугольники (они равны по 3-м сторонам), тогда 
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.4 DSCбок SS ⋅= Найдем .DSCS  Для этого построим ОК⊥DC. По тео-
реме о 3-х перпендикулярах имеем: SK⊥DC; 

.
2
1 SKDCSDSC ⋅⋅=  

Пусть DA = а. 
2
aKCDK == , т.к. 

SK – высота, а значит, и медиана в 
равнобедренном ∆DSC. 

Из ∆DSC имеем: 

,
2
α

= tg
SK
DK   

,
222
αα

=
α

⋅= ctgctgDKSK  .
2
α

=OK  

Из прямоугольного ∆SOK по т. Пифагора имеем: 
;222 SKOKSO =+  

,
244

2
22

2 α
=+ ctgaah  ,

1
2

4
2

2
2

−
α

=
ctg

ha  

,

2

2
1

1

2

11
2 2

2

2

2
α

α
−

=−
α

=−
α

tg

tg

tg
ctg  

=

α

⋅
α

−

α

=
⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α
−

α
⋅

α
⋅

=
α

−

α

=
−

α 2
2

2
1

2
2

2
2

1

22
2

2
1

2
1

2

1
222

2

2

tg

tg

tg

tg

tgtg

tg

tg

tg
.

2
2
α

⋅α
tg

tg  

.
2

2
2

2
4

2

2

2 α
⋅α⋅=

α
⋅α⋅

= tgtgh
tgtgh

a  

;

2

1
4222

1 2

α
⋅=

α
⋅⋅=

tg

actgaaS DSC  ,
2

2
4

2
2 2

2
α

=
α

⋅

α
⋅α

=
tgh

tg

tgtgh
S DSC  

.2
2

4
4 2

2
α=

α
=⋅= tgh

tgh
SS DSCбок  

Ответ: .2 2 αtgh  
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306.  
Пусть ABCDS – данная пирамида. SO – ее высота, все боковые 

ребра равны, все боковые грани – равные треугольники (по трем 
сторонам).  

 
Построим ОК⊥CD и отрезок SK; SK ⊥CD (по теореме о 3-х пер-

пендикулярах). Построим в плоскости SOK отрезок OM⊥SK. SM - 
проекция SO на DSC, значит ∠OSM – угол между прямой SO и 
плоскостью DSC. 

Из прямоугольного ∆SKO имеем: 

,
cosϕ

=
hSK  ,ϕ= htgOK  

,22 ϕ=⋅== htgOKCDAD  

=⋅= SKDCSDCS 2
1 ,

coscos
2

2
1 2

ϕ
ϕ

=
ϕ

⋅ϕ⋅
tghhhtg  

,
cos

44
2

ϕ
ϕ

⋅=⋅=
tgh

SS DSCбок  

,4)2( 2222 ϕ=ϕ=== tghhtgADSS ABCDосн  
Sполн = Sбок + Sосн = 

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ϕ+

ϕ
ϕ=ϕ+

ϕ
ϕ

= tgtghtgh
tgh

cos
144

cos
4 222

2

=
ϕ

+ϕ⋅
ϕ

⋅ϕ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ
ϕ+

ϕ= )
sin

11(sin
cos

14
cos

sin14 22 tghtgh ).
sin

11(4 22

ϕ
ϕ += tgh  

Ответ: ).
sin

11(4 22

ϕ
+ϕtgh  
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307.  
Пусть ABCDM – данная правильная пирамида. Построим сечение 

пирамиды плоскостью α, параллельной МА и проходящей через BD. 
Для этого построим в пл. АМС отрезок: ОК || АМ, отрезки DK и ВК. 

 
АМ || ОК, ОК ⊂ BKD, следовательно, АМ || пл. BDK, пл. BDK – 

искомая пл. α. АО=ОС, ОК || АМ, т.е. ОК – средняя линия ∆АМС, 

.
2
bOK =  

ABCD – квадрат, следовательно, его диагональ BD=а .2  

.
2
1 OKBDS BDK ⋅⋅=  

АС⊥BD, MO⊥BD – значит, плоскость АМС⊥BD, тогда, ОК⊥BD. 

.
4

2
2

2
2
1 abbaSBDK =⋅⋅=  

б) ОК – средняя линия ∆АМС, тогда МК=КС. 

 
Построим MN⊥OK и CL ⊥OK, BD⊥пл. АМС, значит, BD⊥MN и 

BD⊥CL, тогда MN⊥пл. BDK и CL⊥ пл. BDK, MN и CL – расстояния 
от точек М и С до пл. α. 

∆NMK=∆LCK (по гипотенузе и острому углу). 
Отсюда следует: MN=CL, т.е. точки М и С равноудалены от пл. α. 
Что и требовалось доказать. 

Ответ: а) .
4

2ab  
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308.  
Пусть ABCDS – данная пирамида. О – точка пересечения диаго-

налей ромба ABCD. Построим ОК⊥DC, OL⊥AD, отрезки KS и LS. 
По теореме о 3-х перпендикулярах имеем: SK⊥DC и SL⊥AD. 

 
BD – меньшая диагональ (т.к. она лежит против острого угла 

ромба). 
∆LOD=∆KOD, следовательно, 

OL=OK. Значит, ∆SOL=∆SOK и SK=SL. 
Следовательно, высоты всех 4-х боко-
вых граней равны. 

Из ∆AOD по теореме Пифагора име-
ем: 

492522 =−=−= AOADOD (см), 

,
5
4cos ==α

OA
OD  тогда .

5
3

25
161sin =−=α  

Из ∆ODL: 4,2sin =α⋅= ODOL (см). 

Из ∆SOK: 2222 4,22,3 +=+= OKSOSK 41676,524,10 ==+=  (см). 
Ответ: 4 см, 4 см, 4 см, 4 см. 

309.  
Пусть ABCDS – данная пира-

мида. В основании ABCD – 
прямоугольник, АВ=6 дм, AD=8 
дм. Построим высоту SO, SO=6 дм. 

Построим отрезки ОА, ОВ, 
ОС, OD. 

По условию, боковые ребра 
равны. Тогда их проекции на плоскость основания тоже равны, т.е. 
ОА=ОВ=ОС=OD, и точка О – точка пересечения диагоналей прямо-
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угольника ABCD, т.к. по свойству прямоугольного треугольника 
диагонали равны и в точке пересечения делятся пополам. 

Построим искомое сечение. 
Через точку О построим MN || AD и отрезки SM и SN. В плоско-

сти MSN построим отрезок, соединяющий точки N и Т, где Т – сере-
дина высоты SO – и продолжим этот отрезок до пересечения с от-
резком SM в точке L. 

DC || АВ, значит DC || пл. ASB. Линия пересечения секущей плос-
кости с плоскостью ASB будет параллельна DC, то есть PQ || DC. 
Точки Р и D, Q и С лежат в плоскостях соответствующих граней, их 
соединяем отрезками PD и QC. Сечение DPQC – искомое. 
Т.к. PQ || DC, то 4-угольник DPQC – трапеция. 

,
2

LNDCPQSсеч ⋅
+

=  т.к. LN – высота трапеции (пл. MSN⊥DC, a 

LN лежит в пл. MSN, значит, LN⊥DC). 

 
Из ∆SON по т. Пифагора имеем: 

=+= 22 ONSOSN 521636 =+  (дм). 
Построим LE⊥SO. Пусть LT=х. 

Из ∆TON: ,
5
3cos ==α

TN
OT  тогда .

5
4sin =α  

Из ∆LET: ,
5

4sin xxLE =α=  
5

3cos xxET =α= . 

∆MOS ∼ ∆LES, значит, из подобия следует: 

,
LE
SE

MO
SO

=  ,

5
4

5
33

4
6

x

x
−

=  тогда 

,
2
3

5
4

5
33

=
−

x

x

 ,
5

12
5

66 xx
=−  ,

5
186 x

=  
3
5

=x (дм); 

StudyPort.ru



 187

Отсюда получим: 

3
205

3
5

=+=LN (дм), 

213
3
5

5
33 =−=⋅−=ES (дм); 

3
4

3
5

5
4

=⋅=LE (дм), 

3
524

9
1622 =+=+= LESELS (дм). 

Из ∆MSO: 5264 22 =+=SM (дм), 

Из подобия ∆AMS ~ ∆PLS следует, что ,
SL
PL

SM
AM

=  
3/5252

3 PL
= ,  

,
52

3
52
3 PL⋅

=  

PL=1 (дм); 
PQ=2⋅PL=2 (дм); 

Sсеч 
3

80
32

208
3
20

2
62

=
⋅
⋅

=⋅
+

= (дм2). 

Ответ: 
3

80  дм2. 

310.  
Т.к. существует единственный перпендикуляр из данной точки и 

данной плоскости, 
,BDCADCABDбок SSSS ∆∆∆ ++=  

=
⋅

== ∆ 2
ACDHSS ACDбок 100

2
258

=
⋅  (см2). 

Из ∆ABD по т. Пифагора имеем: 

=+= 22 DAABBD  

689825 22 =+=  (см). 
Из ∆BDM по т. Пифагора имеем: 

=−= 222 BMBDDM ;289400689 =−  
DM=17; 

34020172
2
1)( =⋅=⋅⋅⋅=∆ BMDMS BDC (см2), 

540340100100 =++=бокS (см2). 
Ответ: 540 см2. 
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311.  
∆DAB и ∆DAC – прямоугольные. 

 
159

2
1

2
1

⋅⋅=⋅= BADASBDA (см2), 139
2
1

2
1

⋅⋅=⋅= CADASCDA (см2). 

По формуле Герона имеем: 
,))()(( cpbpappSABC −−−=  где а = 14, b = 15, c = 13, 

а 21
2

151413
2

=
++

=
++

=
BCACABp (см); 

47347382377386721 222 ⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=ABCS 84= (см2). 
Построим АК⊥ВС и отрезок DK. По теореме о 3-х перпендику-

лярах имеем: DK⊥ВС. Проведем в плоскости ADK отрезок АН⊥DK. 
АН⊥DK – по построению, и АН⊥ВС, т.к. АН ⊂ пл. ADK, то пл. 

ADK⊥ВС. 
АН перпендикулярна двум пересекающимся прямым плоскости 

BCD, а, значит, АН⊥пл. BCD. 
Итак, точка Н ⊂ DK, а DK – высота грани DBC. 

.
2
1 DKBCS DBC ⋅=  

Из ∆DKA по т. Пифагора имеем: .81 222 AKAKDADK +=+=  

14
2
1

2
1

⋅=⋅= AKBCAKS ABC , следовательно, 

,8414
2
1

=⋅AK  12=AK (см), тогда 

152554481 ==+=DK (см), 

1051571514
2
1

=⋅=⋅⋅=DBCS (см2). 

Итак, =+
⋅

=++
⋅

+
⋅

= 189
2
18910584

2
139

2
159

повS 315 (см2). 
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=+=+= 8114422 DAAKKD 15225 == (см), 

.
5
3

15
9sin ===α

KD
DA  

Из ∆КНА: 2,7
5
17

5
36

5
312sin ===⋅=α⋅= KAAH (см). 

Ответ: а) 315 см2; б) 7,2 см. 

312.  
Т.к. в основании пирамиды лежит 

правильный n-угольник, и вокруг пра-
вильного n-угольника можно описать 
окружность, то ОА=ОВ=ОС=…=R. 

Пусть сторона правильного n-
угольника равна а, значит, 

.
180sin2

n

aR
o

=  

Проведем ОК⊥АВ и отрезок SK. SK⊥АВ по теореме о 3-х перпен-
дикулярах, ∠SKO – линейный угол двугранного угла между боковой 
гранью и плоскостью основания, 

==−=

n

aaROK
o180sin44 2

22
2  

.180
2

180
2180sin

180cos

2 2

2

n
ctga

n
ctga

n

na oo

o

o

===  

Из прямоугольного ∆SOK 

,
OK
SOtg =ϕ  .180

2 n
ctgatgSO

o

⋅ϕ=  

StudyPort.ru



 190 

Пусть искомый угол SBO равен х (другие углы будут равны ему). 

n
n

n
tg

n

a
n

ctgatg

OB
SOtgx

o

o

o

o

o

180sin

1180sin

180cos

180sin2

180
2

⋅

⋅ϕ
=

⋅ϕ
== .180cos

n
tg

o

ϕ=  

Ответ: .180cos
n

tg
o

ϕ  

313.  
Построим апофему MN, для чего проведем ОМ⊥АВ, О1N⊥А1В1; 

MN – высота боковой грани. 

 
Т.к. в основаниях пирамиды лежат правильные треугольники, в 

них O1N и ОМ являются радиусами вписанных окружностей, тогда 

,
p
Sr =  39

4
336

4
362

111
===CBAS (дм2), 

(3
9

39
1 ==NO дм2), 

336
4

3122
==ABCS (дм2), 

32
18

336
==OM (дм). 

11 == OONE дм;

=−=−= 3321NOMOME 3 (дм). 
Из прямоугольного ∆MNE по т. Пифагора: 

23122 =+=+= MENEMN (дм), тогда 

5436182
2

31236
=+=⋅

⋅+⋅
=бокS (дм2). 

Ответ: 54 дм2. 
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314.  
Проведем ON⊥AD, O1M⊥A1D1 и отрезок MN. Плоскость 

MNOO1⊥ AD, MN – апофема пирамиды, MN=65 см. 

 
О1О – высота пирамиды, О1О=63 см. 

.
3
7

11
=

DA
AD  

Пусть xDA =11 , тогда 
3

7xAD = см. 

ABCD и А1В1С1D1 – квадраты, 
6

7
2
1 xDCON == (см),  

22
1

111
xCDMO == (см). 

 
Построим МЕ⊥NO. 

.
3
2

6
37

26
7 xxxxxNE =

−
=−=  

Из прямоугольного ∆MEN по т. Пифагора: ;222 MEMNNE −=  

,6365
9
4 222 −=x  ,25639694225

9
4 2 =−=x  ;

4
25692 ⋅

=x   

,0>x следовательно, 2416
2
3

=⋅=x (см). 

Значит, сторона верхнего основания равна 24 см, тогда сторона 

нижнего основания будет 56
3
247

=
⋅ (см). 

Ответ: 24 см, 56 см. 
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315. Правильный октаэдр состоит из 8 равносторонних тре-
угольников. 

ABCD – одна из плоскостей симметрии. Выполним построение 
для верхней половины октаэдра, тогда построение для нижней части 
есть зеркальное отображение построения в верхней части. Совмес-
тим половины октаэдра и получим полное построение. 

 
ABCD – квадрат, все боковые грани равные между собой равно-

сторонние треугольники. Возьмем грани: ∆АВЕ и ∆ADE. Центром 
равностороннего треугольника является точка пересечения медиан, 
высот и биссектрис. 

Пусть L и K – такие точки для граней ∆АВЕ и ∆ADE (соответст-
венно). Построим проекции L и K на ABCD. Пусть это будут точки 
М и N (соответственно). Аналогично простроим проекции двух дру-
гих центров боковых граней на ABCD. 

 
Итак, мы построили многогранник. Докажем, что он – прямо-

угольный параллелепипед. 
Центры противоположных боковых граней лежат в плоскостях, 

проходящих через середины противоположных сторон квадрата 
ABCD и вершину Е. Эти плоскости взаимно перпендикулярны. Т.о. 
четырехугольники, являющиеся основаниями полученного много-
гранника, имеют взаимно перпендикулярные диагонали, т.е. они 
или ромбы, или квадраты. 

Т.к. грани АВЕ и AQE одинаково наклонены к плоскости основа-
ния, то ∠МРЕ = ∠NQE. 

∆PLN = ∆QKN (прямоугольные, равны по 2-му признаку). 
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Из равенства треугольников имеем: PM = NQ. 
OM = ON. Все четыре прямоугольных треугольника равны, сле-

довательно, ∠RMN – прямой. Отсюда имеем, что основания – квад-
раты. 

Боковые грани многогранника также прямоугольники (LM ⊥ MN, 
LK || MN). 

Докажем теперь, что полученный многогранник – половина ку-

ба, т.е. MNLM
2
1

= . 

 
Пусть сторона основания пирамиды – а. 
Построим сечение верхней половины октаэдра плоскостью, про-

ходящей через вершину Е и середины противоположных сторон 
квадрата. 

Из ∆ВРЕ: ,
2

3aPE =  ,
3

aLE =  
32

aLP = . 

По т. косинусов из ∆РЕТ имеем: 

α−+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
cos

2
32

2
3

2
3 2

22

aaaaa . 

Отсюда 
3

1cos =α , тогда  

3
2

2
11sin =−=α . 
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Из ∆PLM: ,
6

2.
3
2

32
aaLM =⋅=  

.
6332
aaaPM =⋅=  

ОМ .
362
aaa

=−=  

Из ∆MON: .
3

2aMN =  

Получим:  .
2
1 MNLM =  

Совместим зеркальное построение для нижней половины и по-

лучим куб с ребром 
3

2a . 

Вывод: центры граней правильного октаэдра есть вершины куба. 

316.  
DM – высота тетраэдра ABCD; L, M, N, K – центры граней тетра-

эдра ABCD. МР=MQ, NQ=LP, ∠DPM=∠DQM. Значит, 
∆PML=∆QMN, откуда LM=MN. 

 
∆RMK=∆PML, значит, ML=MK. 
Итак, LM=MN=MK. 
∆PDQ=∆PDR=∆RDQ (по 3-му признаку). Т.к. LP=NQ=KR, то 

DL=DK=DN, и, значит, ∆DLN=∆DLK=∆DNK, следовательно, и 
LN=NK=LK. 

Пусть ребро тетраэдра DABC равно а. NQ=MQ, DQ=AQ и, зна-
чит, MN || AD. 

∆AQD ∼ ∆MQN; 
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,
AQ
MQ

AD
MN

=  ,aAD =  ,
2

3aAQ =  ,
32

aMQ =  .
3

2
3
32 a

a

a

aMN =⋅=  

Далее, LP=NQ, DP=DQ , тогда DL=DN и LN= PQ. 
∆PDQ ∼ ∆LDN; 

,
DP
DL

PQ
LN

=  

PQ – средняя линия ∆АВС, PQ||AC, ;
2
aPQ=  ,

3
aDL=  ,

2
3aDP =  

.
33

2
22

3:
32

aaaaaLN =⋅=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅=  

Итак, 
3
aLMMKMN ===  и .

3
aKNLKLN ===  

Тогда, MN=MK=LM=LN=LK=KN, то есть тетраэдр MLKN составлен 
из равносторонних треугольников, значит, он – правильный тетраэдр. 

317.  
Т.к. плоскость MNKL является плоскостью симметрии куба, то 

достаточно привести доказательство для верхней части многогран-
ника, расположенного внутри него. 

 
Построим ось симметрии PQ, и произведем поворот тетраэдра 

PMNLK вокруг РО. Тогда на место ∆NPK перейдет ∆MPN, а ∆NPK = 
=∆MPN, ∆MPN встанет вместо ∆KPL, который тоже равен ему, и так 
далее. Т.к. AMPN = AMPK = AKPL = ALPM, то МР = KP = LP = NP и 
MN = MK = KL = LM. PM = MN, т.к. это расстояние между смежны-
ми гранями куба. Т.е. для верхней половины многогранника получим, 
что он составлен из 4-х равных равносторонних треугольников, в си-
лу симметрии имеет место аналогичное утверждение и для нижней 
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части, следовательно, многогранник составлен из 8 равных равносто-
ронних треугольников, т.е. является октаэдром по определению. 

318.  
Правильный тетраэдр DABC является опорной фигурой для по-

строения правильного октаэдра. Для этого необходимо от каждой 
вершины правильного тетраэдра с ребром 2а отделить правильный 
тетраэдр с ребром, равным а. 

 
Т.к. все ребра образовавшегося внутреннего многогранника явля-

ются средними линиями соответствующих граней – правильного тет-
раэдра, то все ребра равны а, а грани многогранника являются пра-
вильными треугольниками со стороной а. Полученный 8-гранник 
является октаэдром по определению. 

Построим АК в пл. АВС и МТ в пл. EML; Т – точка пересечения 
АК и EL. Т.к. пл. EML || пл. BDC, то двугранный угол, образованный 
пл. BDC с плоскостью основания, равен двугранному углу, образо-
ванному пл. EML с пл. АВС. 

Далее имеем: АК ⊥ EL. MT – высота в равнобедренном ∆EML, 
следовательно, МТ ⊥ EL. Значит, ∠АТМ – линейный угол двугран-
ного угла тетраэдра. ∠МТК – линейный угол двугранного угла, 
образованного плоскостями EML и KEL октаэдра. 

Т.к. ∠АТМ+∠МТК=180о, то сумма соответствующих двугранных 
углов также равна 180о. 

319.  
Плоскость, проходящая через ребро АВ, а 

перпендикулярная ребру DC является плоско-
стью симметрии. Как следует из чертежа, через 
вершину В можно провести только две плоско-
сти симметрии, не совпадающие с плоскостями 
симметрии, которые проведены через другие 
вершины тетраэдра. Всего через одну вершину 
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можно провести три плоскости симметрии. Это можно доказать пе-
ребором всех вариантов. 

 
Изображены плоскости симметрии, которые проходят через 

вершину А тетраэдра. 

 
Изображены плоскости симметрии, которые проходят через 

вершину С тетраэдра. 

 
Изображены плоскости симметрии, которые проходят через 

вершину В тетраэдра. 
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Изображены плоскости симметрии, которые проходят через 

вершину D тетраэдра. 
Всего имеем 6 несовпадающих плоскостей симметрии тетраэдра. 

ГЛАВА IV ВЕКТОРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ 

320.  

Т.к. ABCD – тетраэдр, то имеем: 3== ABAB (см),  

== CBBC 4 (см), 5== DBBD (см),  

5,1
2
1

== ABNM (см) (т.к. MN – средняя 

линия ∆АВС), аналогично 

2
2
1

== BCBN (см),  

5,2
2
1

=== BDNKNK (см), 

2
2
1

== BCNC (см). 

Ответ: а) 3 см, 4 см, 5 см, 1,5 см, 2 см, 2,5 см; б) 4 см, 3 см, 5 см,  
2 см, 2,5 см. 

321.  
По свойству параллелепипеда 121 =CC  cм,  

8== CBAD см, 9== CDAB см,  

по т. Пифагора:  

1581144912 22
1 =+=+=DC (см), 
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145816498 22 =+=+=DB (см), =+=
2

1
2

1 BBDBDB

17289144145 ==+=  (см). 

Ответ: а) 12 см, 8 см, 9 см; б) 15 см, 145 см, 17 см. 
322. По свойству параллелепипеда имеем: 

а) CBADBC ↑↑↑↑ 1111 , ;CMDK ↑↑  

б) ;CBAD ↑↓  ;11 ADAD ↑↓  ;11BCAD ↑↓  ;11 AACC ↑↓  ;ABCD ↑↓  

в) ;1111 CBADBC ==  DKCM = . 

323. а) ,QPMN =  ,QMPN =  .PCDP =  
б) Т.к. NP и MQ – средние линии в ∆ADC и ∆АВС, то NP=MQ; 

следовательно,  MN – средняя линия ∆ADB; а PQ – средняя линия 

∆CBD; MN=PQ= .
2
1 BD  

Т.к. все ребра тетраэдра равны, то тетраэдр – правильный, а в 
правильном тетраэдре скрещивающиеся ребра взаимно перпендику-
лярны.  

Тогда, BD⊥AC. 
MN || BD ||QP; 
MQ || NP || AC; четырехугольник MNPQ – квадрат 
BD⊥AC; 
Ответ: а) ,QPMN =  ,QMPN =  ;PCDP =  б) квадрат. 

324. 
а)    б) 

 
в) 

 
a и b  – коллинеарны, но противоположно направлены. 
Ответ: а) да; б) да; в) нет. 
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325. 
а)

  
АА1 || ВВ1, четырехугольник АА1ВВ1 – параллелограмм, следова-

тельно, АВ || А1В1. 
2-й случай: 

 

1AA и 1BB  совпадают. 

б)

  
α⊂AB ;  АВ ||А1В1; АВ || α. 

А1В1 ⊂ α; 
в) 

 
α и β   α и β пересекаются. 
совпадают; 
Ответ: а) параллельны или совпадают; б) лежит в плоскости или 

параллельна плоскости; в) совпадают, параллельны или пересекаются. 
326. Ответ: а) ;1CC  б) DK ; в) ;11CA  г) 11BA ; д) .1MB  

327. а) ;11 ACADABDAAB =+=+  

б) 11 ACADAB =+ (по правилу параллелограмма); 
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в) ;11111 BCADDADDDDDABBDA ==+=+=+  

г) 11 DBDBDD =+ (по правилу параллелограмма); 

д) 11111 DCCBDBBCDB =+=+ . 

Ответ: а) ;AC  б) ;1AC  в) ;1BC  г) ;1DB  д) .1DC  
328. 

а)

  

б)

  
;ADBDAB =+  ,ADCDAC =+     используя переместительный 

поэтому .CDACBDAB +=+     закон, имеем:   
;ACDCADADDC =+=+  

,ACBCAB =+  следовательно, 

.ADDCBCAB +=+  
в) аналогично п. б) имеем: 
 

;BCDCBDBDDC =+=+  

.BCACBABAAC =+=+  
Следовательно, .BAACBDDC +=+  

329.  
а) Противоположны :CB  ,AD  ,11DA  ,11CB  ;BC  

б) противоположны :1 AB  ,1DC  

и ;1AB  

в) равны :DC  ,CD  ,11DC  ,11AB  

;BA  

г) равны :11BA−  ,11 AB  ;11DC  

,CD  .BA  
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330.  
а) :ba −  ,BAa =   

,11 BAAABA =+  или 

,1 bAAa =+   

==− 1AAba ;1AA  

б) :ca −  ,11 CDaDC ==   

,CADACD =+   

,)( CAca =−+  .CAca =−  

в) :ab −  ,11 BAAABA =+ или ,1 aAAb =+   

AAAAab 11 =−=−  1BB= ; 

г) :bc −  ;cBCAD ==  ,1 bCABC =+   

или ,1 bCAc =+  ;11 CACAbc =−=−  

д) :ac −  ,ACDCAD =+  .11 CAACac ==−  

331.  
а) ,OABAOB ==  ,ODCDOC =+   

,BAOAOB −=−  ,CDODOC −=−   

,CDBA −=−  следовательно,  

.ODOCOAOB −=−  

б) ,OCBCOB =+  ,BCOCOB −=−  но 

,DABC =−  поэтому .DAOCOB =−  
332.  

Т.к. ABCDA1B1C1D1 – параллелепипед, то 
AAABAAABBBABAB 1111 −=+=+= ; 

.111111 AAKAKAAAKDDDDK −=+−=+=  

Ответ: ;11 AAABAB −=  .11 AAKADK −=  
333.  

а) +++=++++ DCABCACDBCDCCAAB )()()(   

.0)( ==++=++=+ CCDCBDCBBDDCCBBD  
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б) ++=++=+− ABCADCCAABDCACAB )(   

.DBCBDCDCCBDC =+=+=+  

Ответ: а) ;0  б) .DB  

334.  

а) =+ 1MMMK ;1MMMK −   (1) 

;111 MKKKMKMMMK =+=+  

,11 MKKMMM ++  .11 KMMMMK =−  
Диагонали в прямоугольном параллелепипеде равны, следова-

тельно, ,11 KMMK = таким образом, равенство (1) доказано. 

б) ;111 MMMLNLLK −=−  (2) 

NKNLLK 1111 =+  ),( 11 NLNL −=  

.111 MLLLMLMMML =+=+  

Но 11 MLNK = как диагонали 

равных боковых граней; следова-
тельно, (2) доказано. 

в) ;11 LNNKLMNL −=−  (3) 

),( 1111 LMLMNMLMNL =−=+  

).(11 NLLNLKNLNK =−=+  

Аналогично п. б): LKNM 11 = , (3) доказано. 

335. Используя свойство ассоциативности сложения векторов: 
а) +++++=+++++ )()( NMMNCABCABNMPQCABCMNAB   

=++++=+ PQNMMNCAACPQ )()(  ;00 PQPQ =++=  

б) +++=+++++ )( KPFKPFPFQKAMKPMQFK   

;0)()( AKMKAMAMMKKPPKAMQKMQ =++=+++=+++  

в) +=++++++ KMMPCACDFKACDFKM (   
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=+++=++++++ CDDKKPCDCAACFKDFMP 0)()()   

;CPKPCKCKKPDKCDKP =+=+=++=  

г) ++=+++++ )( BAABNMDCMNCDBAAB  

.0000)()( =++=++++ NMMNDCCD  

Ответ: а) ;PQ  б) ;AK  в) ;CP  г) .0  
336. 

а) Т.к. CDDC −= и DBBD −= , то б) Т.к. ADDA −= , то 

  
=++= DBCDACAB  .CBDCDACBDCADAB ++−=++=  

.BDDCAC −−=   
в) аналогично 

 
.BCCDDACBDCADAB −−−=++=  

337. а) =+++=−+− AKKDPEOPKAKDEPOP  
= ADOEKDAKOE +=++ )( ,т.к. PEEP −=  и AKKA −= ; 

б) +++=−−++ )( MPDMADMDEPEKMPAD   

;AKEKPEAPPEEK =++=++  

в) ++++=+−−− MPBMCBACBMAPPMBCAC )(   

.0=+=+ MAAMPA  

Ответ: а) ;ADOE +  б) ;AK  в) .0  

StudyPort.ru



 205

338.  
,11 OAAAOA =+  ,11 OCCCOC =+  ,11 AAOAOA =−  ,11 CCOCOC =−  

но ,11 CCAA =  следовательно, .11 OAOCOCOA +=+  

 
339.  

,11111 DBCAxCDADDC =++++  далее 

,)( 11111 DBCAxADCDDC =++++  поэтому 

,111 DBCAxCADC =+++  значит, 

,1 DBCCxDC =++  следовательно, 

,1 DBDCx =+  отсюда .1BCx =  

б) ,11 DCBAADBDxDA =++++  далее 

,)()( 11 DCxBABDADDA =++++  поэтому 

,11 DCxADDD =++  значит, 

,DCxDA =+  следовательно, .ACx =  

Ответ: а) ;1BC  б) .AC  
340.  

а) ,11 BAxCBAA =−+  

,11 BBAA =  поэтому ,11 BAxCBBB =−+  

,BAxBC =−  

,xBABAxBC +=+=  отсюда .ACx =  

б) ,11 ABxBBAC =+−  

,11 BBABxAC +=+  

,11 ABxAC =+  значит, ,11BCx =  или, т.к. ,11 CBBC =  .CBx =  
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в) ,11 BCxACxAB +−=+  но 

,11 CBACAB +=  следовательно, 

,11 BCxACxCBAC =−=++  значит, 

,11 BCxxCB +−=+  отсюда 

,2 11 CBBCx −=  т.к. 

,11 CCBCBC +=  ,11 BBCBCB +=  то 

,2 11 BBCBCCBCx −−+=  но ,11 CCBB =  следовательно, 

;2 CBBCx −=  ;BCCB −=  ,2)(2 BCBCBCx =−−=  отсюда .BCx =  

Ответ: а) ;AC  б) ;CB  в) .BC  
341.  

Пусть MN – средняя линия трапе-
ции, а т. О – середина MN. 

,AOPAPQ +=  ,BOPBPO +=  

,COPQPO +=   

.DOPDPO +=  
Сложим почленно эти равенства, получим: 

.4 DOCOBOAOPDPCPBPAPO +++++++=⋅  

Найдем сумму DOCOBOAO +++ : 

,AOMOAM =+   

,MODOMD =+  

,MDMODO −=   

,BONOBN =+  

,NOCONC =+  ,NCNOCO −=  

+−+++=+++ NCNOBNMOAMDOCOBOAO  .MDMONO −+  

Учитывая, что ,NOMO −=  ,MDAM =  .NCBN =  

Итак, −−++=+++ MOBNMOMDDOCOBOAO   

.0=−+−− MDMOBNMO  

Окончательно имеем .4 PDPCPBPAPO +++=⋅  
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342.  
Пусть РО – высота пирамиды. 
Для грани РВС имеем: 

,MBPMPB +=  причем 

,MCPMPC +=  но ,MCMB −=  следовательно,  

.2 PMPCPB ⋅=+  
Для грани РВА имеем: 

,NAPNPA +=  причем 

,NBPNPB +=  но ,NBNA −=  следовательно, .2 PNPBPA ⋅=+  
Для грани PFA имеем: 

,KAPKPA +=  причем: 

,KFPKPF +=  но ,KAKF −=  следовательно, .2 PKPFPA ⋅=+  
Следовательно, для каждой грани 

получаем векторное равенство вида: 
2⋅(вектор-апофему)=(сумма векторов-
ребер). 

Пусть апофема 6-й грани будет 
PS: 

,2 PNPBPA ⋅=+  

,2 PAPCPB ⋅=+  

,2 PKPFPA ⋅=+  
 M  

.2 PSPDPC ⋅=+  
Сложив эти равенства, будем иметь: 

)...(2)...(2 PSPKPMPNPSPCPBPA ++++⋅=++++⋅ или 

.PMPSPRPLPKPNPFPEPDPCPBPA +++++=+++++  

343.  

,
2
1 ABAO =  т.к. 

,
2
1 ABAO =  и ABOB

2
1

=  

Т.к. точки А, О, В принадлежат одному отрезку, и АО = ОВ, то т. 
А и В симметричны относительно т. О по определению симметрии. 
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344.  
;1 AOkAC ⋅=  .11 DBkOB ⋅=  

а) .1 CDkAB ⋅=  

AB  и CD  противоположно направ-

лены, значит, ,CDAB −= .1−=k  

б) .1 AOkAC ⋅=  
Т.к. диагонали куба в точке пересече-

ния делятся пополам и 1AC  и AO  кол-

линеарны, то ,21 AOAC ⋅=  .2=k  

в) .11 DBkOB ⋅=  

1OB  и BO1  противоположно направлены; 

,
2
1)(

2
1

2
1

1111 DBDBDBOB ⋅−=−==  .
2
1

−=k  

Ответ: а) –1; б) .
2
1

−  

345.  
а) ,OCACOA =+  ACOCOA −=− . 

 
Т.к. EF – средняя линия в ∆АВС, значит, ;2 EFAC ⋅=  

.2 EFOCOA ⋅−=−  

б) ,OAEAOE =+  ;EAOEOA =−  

,
2
1)(

2
1

2
1 DCDCCDEA −=−==  

.
2
1 DCOEOA −=−  

Ответ: а) ;2EF− б) .
2
1 DC−  
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346.  
Т.к. ;ONDNADOA =++  и OMAMOA =+ , то 

−−+=− OAAMOAONOM  

=−−=−− DCADABDNAD
2
1

2
1   

;)(
2
1 ADDCAB −−=  

,0=+++ BACBDCAD   

,0=−−+ ABBCDCAD   

тогда .DCABBCAD −=−  

Значит, =−−=−−=− ADBCADADBCADONOM
2
1

2
1)(

2
1   

).(
2
1

2
1

2
1 BCADADBC +−=−−=  

Ответ: ).(
2
1 BCAD +−  

347.  
а) 2( =++−+=+−−+ mnmnmmnmnm 3322)(3) ;5n  

б) +−+−=−++−− pmnmmppmnm 363)4(5)2(3   

pnmmp 2313205 +−−=−+ . 
348.  

Т.к. 1AC  и DB1  – диагонали 
параллелепипеда, то 

,11 ADABDB +=  

,11 DCADAC +=  значит, 

1111 2 DCADABDBAC +⋅+=+ .

Но ,BCAD =  ,111 DCDCAB −==  
тогда 

.22 1111 BCDCBCDCDBAC ⋅=+⋅+−=+  
349.  

См. учебник. 
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350.  
Пусть ,a  ,b  c  расположены так, как 

показано на рисунке. 
Параллельным переносом совместим 
их так, чтобы три вектора имели 
общее начало. 

 
Построим векторы cb +  и 

).( cba ++  

В ∆ ОМК: ,OMp =  ,cbOK +=  

,aKM =  .caaa ++<  Аналогич-

но: 

в ∆ОСК: .cbOK +<  

Следовательно, .cbap ++<  

Что и требовалось доказать. 
 

351. 
a и c  коллинеарны, b  и c  коллинеарны. 

а) прямые, содержащие a и c , либо параллельны, либо совпадают; 

прямые, содержащие b  и c , тоже либо параллельны, либо совпадают; 
кроме того, две прямые, параллельные третьей, тоже параллельны. 

Т.е. a  || c , b || c , значит, a || b . 

Значит, a , b  и c  либо лежат на параллельных прямых, либо на 
одной, то есть коллинеарны по определению. 

б) a и b  коллинеарны; -b  коллинеарен b , значит, a +(-b ) коллинеа-

рен и a и b . По условию b  и c  коллинеарны, следовательно, a -b и c  то-
же коллинеарны. 

в) b  и 3 b  – коллинеарны, а раз a и b коллинеарны, то a +3 b и 

b  – тоже коллинеарны. По условию, b  и c  - коллинеарны, тогда 

a +3 b и c  – коллинеарны. 

StudyPort.ru



 211

г) a  и - a  - коллинеарны, поэтому - a +2 b  коллинеарны b . Но b  

и c  коллинеарны по условию, значит, - a +2 b  и c  коллинеарны. 
352.  

ba + и ba − коллинеарны. Пусть ba + = d , .cba =−  По усло-

вию, .ckd ⋅=  

),( bakba −=+  ,bkakba −=+  );1()1( −=+ kakb  

,
1

1 a
k

kb
+
−

=  ,alb ⋅=  где .
kl
lkl

+
−

=  Равенство alb ⋅=  означает 

коллинеарность a и b . 
353.  

ba 2+ и ba 3−  коллинеарны. Пусть ,2 dba =+  .3 cba =−  По ус-

ловию, ,cd λ=  ),3(2 baba −=+ λ  ,32 baba λλ −=+  

);1()32( −=+ λλ ab  

,
32
1 ab µ
λ

λ
=

+
−

= где .
32
1
λ

λµ
+
−

=  Равенство ab µ=  означает кол-

линеарность векторов b и a . 
354.  

ba + и ba − коллинеарность. 

а) Пусть ,dba =+  .cba =−  Предположим, что a  и b  коллине-

арны, то есть .ab λ=  ),1( λ+=λ+= aaad  ,
1

1 da
λ+

=  

),1( λλ −=−= aaac  .
1

1 ca
λ−

=  Откуда ,
1

1
1

1 cd
λ−

=
λ+

 ,
1
1 cd =

λ+
λ−  

или cdl =⋅ , где ,
1
1

λ+
λ−

=l  то есть векторы ba + и ba − - коллинеар-

ны, что противоречит условию задачи. Значит, наше предположение 
неверно, a и b - не коллинеарны. 

б) Пусть ,2 dba =+  .2 cba =−  Предположим, что векторы 

ba 2+ и ba −2 коллинеарны, тогда .cd λ=  ,22 baba λλ −=+  

),12()2( −=+ λλ ab  ,
12

2 ab =
−
+
λ
λ или ,abk = где 

12
2

−
+

=
λ
λk . 
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Имеем: 

),1( kbbbkba +=+=+  ),1( kbbbkba −=−=−  ),(
1

1 ba
k

b +
+

=  

)(
1

1 ba
k

b +
+

= , ,
kl
bab

−
−

=  ),(
1

1)(
1

1 ba
k

ba
k

−
−

=+
+

 

,)( baba
kl
kl

−=+
+
−  или ,)( babam −=+  где .

kl
klm

+
−

=  

Таким образом, предположим коллинеарность векторов ba 2+  и 

,2 ba −  получим коллинеарность векторов ba +  и ba − , что проти-
воречит условию задачи. Значит, предположение сделано неверно, 
векторы ba 2+  и ba −2 не коллинеарны. 

355.  
а) ,AA1  ,C 1C  1BB  – компланарны 

(они равны). 
б) ,AB  ,AD 1AA  – не компланарны. 

в) ,BB1 ,AC 1AA  – компланарны 

( BB1 коллинеарен ,1DD параллельным пе-

реносом совмещаем векторы AC и 

,BB1 получаем, что они принадлежат одной плоскости). 

г) ,AD ,1CC 11DA  – не компланарны. 
Ответ: а), в). 

356.  
Введем векторы AC и .CB  

.CEDCFDFE ++=  (1) 
.AEBAFBFE ++=  (2) 

Из (1) следует, что  

=−+= ECDCBDFE
2
1  

.
2
1

2
1 ECDCBD −+=  (3) 

Из (2) получим: .
2
1

2
1 ACBABDAEBAFDFE ++=++−=  (4) 
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Сложим (3) и (4), получим: ,2 BADCFE +=⋅  .
2

BADCFE +
=  

По определению, векторы ,FE  BA  и DC  компланарны. 

357. 

11 DDCDCC += + =++= 1111 ABDDBACD

1111 )( BBDDABBADD +=++= ⇒ вектора 11, DDCC  и 1BB  – ком-
планарны по определению. 

 
358.  

а) =+=++ 11 AAACAAADAB   

.11 ACCCAC =+=  

б) .111 DBDDDBDDDCDA =+=++  

в) =++ 11111 BBBCBA   

++=++= )( 111111111 BAADBBADBA  

=+ 1BB .1111 DBBBBD =+  

г) .111111 CADCDAABDAABDAAA =+=+=++  

д) =+=++=++ BCBABCABBBBCBBAB 1111111 )(  .1BD  

Ответ: а) 1AC ; б) ;1DB  в) 1DB ; г) ;1CA  д) .1BD  

359.  

а) ×=+= 3313)(
a
kqBA

a
kqAA

a
kqAE   

=−−−× )( 1 ABADAA   

= .)( 1313
AC

a
kqABADAA

a
kq

=++  
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+

⋅
= 1131 )2(

)( CA
a

qkCE ,
)2()2( 1313 BC

a
qkDC

a
qk ⋅

+
⋅

+  учитывая, что 

=+=== 22
1111 aaBCDCCA 2a , получим 

).(
22

)( 111131 BCDCCA
a

kqCE ++=  

Т.к. ;11 BCABAC +=  11 DCADAC +=  и 

1111 CAAAAC += , то, сложив эти равенства, получим, что  

);()(3 111111 BCDCCAAAADABAC +++++=⋅  или  

),(3 1111111 BCDCCACAAC +++=⋅ или  

.2 111111 CABCDCCA ⋅=++  

.
2
22

22
)( 11131 ACkqCA

a

kqCE =⋅⋅=  

б) +=++= CA
a

kqBC
a
kqDC

a
kqCA

a
kqCE 133313 33)3(

)(   

,
33

1
33

)( 133133 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=++++ ACCA

a
kqAC

a
kqCA

a
kqBCAB

a
kq  

.3222
1 aaaaCA =++=  

Пусть ,
33

1
1CAd =  значит, 

333
3

33
1

1
aaCAd === . 

Из ∆ 1ACA  имеем: 
3
2

3
2cos 1 ==∠

a
aACA . 
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По т. косинусов получим: 

⋅−+=+ dACdACd 2
222

;cos ACMAC ∠⋅⋅  далее 

,
3
22

3
22

9
2

22
⋅⋅⋅++=+ aaaaACd  т.к.  

3
2cos)180cos(cos 111 =−=∠−=∠ ACAACACMA o  то 

=
++

=++=+
39

123183)
33

42
9
1( 22

2
aaACd   

= ,
9

3419
39

312319
39

12319 222 +
⋅=

⋅
+⋅

⋅=
+

⋅ aaa  следовательно, 

,
3

3419 +
⋅=+ aACd  тогда 

;3419
33

3419
)(

233
+=

+
⋅=+⋅=

a
kqa

a
kqACd

a
kqCE  

+=
⋅

++= 1313131131
3333

)( DB
a

kqDB
a

kqBB
a
kqBA

a
kqBE

.
33

)( 1131311113
BA

a
kqDB

a
kqBAAA

a
kq

+=++  

Пусть ,
33

1
1DBd =  значит, ;

333
3

33
1

1
aaDBd ===  

),()( 1131 BAd
a
kqBE +=  

;)( 1131 BAd
a
kqBE +=  

);cos(2 1111
22

11
22

11 BAdBAdBAdBAd ⋅⋅−+=+  
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,
3
2)cos( 11 =BdA  ,211 aBA =  

,
9

3419)
33

42
9
1( 222

11
+

⋅=++=+ aaBAd  

,3419
3

2
11 +=+

aBAd  

.3419
3

3419
3

)(
231 +=+⋅=

a
kqa

a
kqBE  

Пусть М – центра грани A1B1C1D1, тогда: 

,

2
3

2
3

2

)(
3313

DM
a

kq
BM

a

kq
MA

a

kq
ME

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= т.к.  

22
2

1
aaMA == , то 

,
2
3

2

2
2 aaaDMBM =+==  значит,  

).(
33

2222)(
313

DMBM
a

kqMA
a
kqME +

⋅
+⋅=  

Для сложения векторов DM и BM , 
параллельно перенесем BМ так, чтобы 
точка В перешла в точку D; получим 

'DM . Значит, по правилу параллело-
грамма '.DMDMDE +=  

Из ∆DМB получим, что 

,
2

11
aBMMD ==  тогда 

DMMB = .
2
3

2
)2(

2
2 aaa =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=  

По теореме косинусов получим: 

,cos
2
32

2
322 222 α⋅⋅⋅−⋅⋅= aaa  тогда 

,cos332 α−=  и .
3
1cos =α  
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Из ∆ DМE получим:  
=α−⋅⋅⋅−+= )180cos(2222 oDMEMDMEMDE  

=+=⋅⋅⋅+⋅⋅=α⋅+⋅= 222222 3
3
1

2
32

2
32cos22 aaaaDMDM ;4 2a  

.2aDE =  

),
33

1(22)( 13
DEMA

a
qkME ⋅+=  значит 

),(22)( 13 dMA
a

qkME +=  где ,
33

DEd =  т.е.  

=⋅= DEd
33

1 .
33

2a  

Параллельно перенесем MA1 так, чтобы 

точки М и D совпали; получим вектор KL . 

=+=+=+
22

1 KLdKLdMAd   

=
332

35
272

827
227

4 2222

⋅⋅

⋅
=

⋅
+

=+
aaaaa ; 

=
⋅⋅

⋅
⋅

⋅⋅
=

332
3522)(

3
a

a
qkME .

9
105

33
35

22
⋅=⋅=

a
kq

a
kq  

Пусть О – центр куба, тогда: 

++= DO
DO

kqOA
OA

kqOE 313

1

)( .3 BO
BO

kq  

Т.к. длины всех векторов составляют 
половину диагонали куба, то есть 

.
2

3)3(
2
1 aa =  Следовательно 

=++
⋅

⋅
= )(

33
8)( 13 BODOOA
a

kqOE  

=−−−⋅= )(
33

8
13 BODOOA

a
kqkq   

).(
33

8
13 ODOBOA

a
kq

++=  
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Имеем следующие равенства: 

,OLOBOD =+  .
2

aOBOD =+  

           

,aOL =  ,1 OAOLOA =+  .
2

3aOA =  

Тогда ,
33

8
)(

3
OA

a
kq

OE −=  значит, 

.
3
4

2
3

33
8

33
8

)(
233 a

kqa
a

kq
OA

a
kq

OE =⋅=−=  

Ответ: а) ,13
AC

a
kq

−  ,
2
2

13
AC

a
kq  б) ,3419

3 2
+

a
kq  

 ,3419
3 2

+
a
kq  ,105

9
2

2a
kq  .

3
4

2a
kq  

360. 

а) ;BDBCBA =+  

.111 BDBBBDDDBD =+=+  

.11 BBBCBABD ++=  

б) ;111111 DBDAAB =+  

;11 BAABAA =+  

.11 ABAB −=    

−−=+−= BADAABDB 11111 (  

.) 11111111 DABAAADAAA +−=+−  

 11 BBBCBABD ++= ;  

.111111 DABAAADB +−=  
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361.  
→
СD =

→
− AB , следовательно, 1010

→→→→
⋅+⋅−⋅= AAABADCD . 

Далее, 11
→→→

=+ ADADAA , 
→→→

=+ ABBDAD 11 , но  
→→

⋅= ODBD 11 2 , значит 
→→→

=⋅+ ABODAD 11 2 , тогда  

)(
2
1

2
1

2
1

2
1

111
→→→→→→

+−=−= ADAAABADABOD . 

Ответ: а) 
→→→→

⋅+⋅−⋅= 1010 AAABADCD ; б) 
→→→→

−−= ADAAABOD
2
1

2
1 

2
1

11 . 

362. См. решение в учебнике 

363.  

bDBOD
r

=+
→→

  , 
→→→→→

+=+= ABCBABDADB . 

→→→
=+ bCBс , 

→→→
−= cbCB ; 

bABa
rr

=+
→

, abAB
rr

−=
→

; 

acbabcbDB
rrrrrr

−−=−+−=
→→

  2 ; 
 
тогда 

cbaacbbacbbOD
rrrrrrrrrr

+−=++−=−−−=
→→

  2) 2( . 

Значит, cbaOD
rrr

+−=
→

. 

 
2
1 bDBOM

r
=+

→→
; 

=++−=−−−=−=
→→

acbbacbbDBbOM
rrrrrrrrr

2
1

2
1)2(

2
1

2
1 ca

rr

2
1

2
1

+ . 

Ответ: а) cbaOD
rrr

+−=
→

; б) cbaOM
rrr

2
10

2
1

+⋅+=
→

. 
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364.  

mcba ===
rrr . Имеем: 

 

baAC
rr

+=
→

; 
→→→→

=++ AKKCCCAC 11 ; 
→

=−++ AKbcba
rrrr

2
1 ; т.е. 

cbaAK
rrr

++=
→

2
1 , т.к. 

bADBCKC
r

2
1)(

2
1

2
1

111 −=−==
→→→

. 

Построим отрезок А1К. Для ∆АА1К по теореме Пифагора: 
2

1
2
1 KAAAAK += . 

 

2
5

42

2
2

2
2

1
mmmmmKA =+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= ; 

2
3

4
9

4
5 22

2 mmmmAK ==+=
→

. 

Ответ: cbaAK
rrr

++=
→

2
1 , 

2
3mAK =

→
. 

StudyPort.ru



 221

365.  

Достроим ∆АОВ до параллелограмма. Тогда имеем: 

baOM
rr

+=
→

2 , 

cbaOM
rrr
⋅++=

→
0

2
1

2
1 . 

→→→
=+ OMKMOK . 

→→→
=+ OMDMOK

2
1 . 

Т.к. 
→→→→→

=+++ OCDBCMBDM    
→→→→→

=+++ OCDBCABDM
2
1 ; 

и bABa
rr

=+
→

, abAB
rr

−=
→

, 

cBCb
rr

=+
→

, bcBC
rr

−=
→

, 

baABCD
rr

−=−=
→→

, то имеем: 
→→

=−+−+−+ 0
2
1

2
1 babcabDM

rrrrrr
; 

→→
=+−+ 0

2
3

2
1 cbaDM

rrr ; 

cabDM
rrr

−−=
→

2
1

2
3 ; тогда bacabOK

rrrrr

2
1

2
1)

2
1

2
3(

2
1

+=−−+
→

; 

cbacabbaOK
rrrrrrrr

2
1

4
1

4
3

2
1

4
1

4
3

2
1

2
1

+−=++−+=
→

. 

Ответ: cbaOM
rrr
⋅++=

→
0

2
1

2
1 , cbaOK

rrr

2
1

4
1

4
3

+−=
→

. 

366. См. решение в учебнике. 

367.  

АК : КА1=3: 7. 
→→

⋅λ= 1KAAK , λ=
7
3 . 

→→→
=+ DKAKDA , 

→→→
=+ 11 DAKADK , 

значит, 
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)( 1
→→→→

−⋅λ=− DKDADADK , или 
→→→

λ+=λ+ 1)1( DADADK ; 

λ+
λ+

=

→→
→

1
1DADA

DK . 

)(
2
1

1
→→→

+= DBDCDA .  

Таким образом,  

=
+

++
=

+

+⋅+
=

→→→
→→→

→

614
3314

7
31

)(
2
1

7
3

DBDCDADBDCDA
DK  

→→→
→→→

++=
++

= DBDCDADBDCDA 15,0 15,0 7,0
20

3314 . 

Ответ: 
→→→→

++= DBDCDADK 15,0 15,0 7,0 . 

368.  

а) 
→→→

+= ADABAC . 

 

б) 
→→→→

−==+ CMMCBCMB . 
→→

= ABMB
2
1 , 

→→
= ADBS , следовательно,  

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

→→→
ADABCM

2
1 →→

−−= ADAB
2
1 . 

в) Пусть К − середина ребра AD. Значит, 
→→

= CKNC1 , 
→→→→

−==+ CKKCDCKD , 
→→

= ADKD
2
1 , 

→→
= ABDC , следовательно, 

→→→→→
−−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= ABADABADCK  

2
1 

2
1 , 

→→→
−−= ABADNC  

2
1

1 . 
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г) 
→

1AC  разложить по векторам 
→
AB  и 

→
AD  нельзя, т.к. эти векто-

ры не компланарны. 

д) 
→→→→

⋅+== ABADAKNA 0 
2
1

1 . 

е)   ,
→→
ABAN и 

→
AD  не компланарны, следовательно, разложить 

→
AN  по векторам 

→
AB  и 

→
AD нельзя. 

ж) 
→→→

=+ ADAMMD  , т.к. 
→→

= ABAM
2
1 , то 

→→→
=+ ADABMD

2
1 , т.е. 

→→→
−= ABADMD

2
1 . 

Ответ: а) 
→→→

+= ADABAC . 

б) 
→→→

−−= ADABCM
2
1 . 

в) 
→→→

−−= ABADNC  
2
1

1 . 

г) нельзя. 

д) 
→→→

⋅+= ABADNA 0 
2
1

1 . 

е) нельзя. 

ж) 
→→→

−= ABADMD
2
1 . 

369.  
Дополнив ∆АОВ до параллелограмма, получим по правилу па-

раллелограмма, что )(
2
1 →→→

+= OBOAOK . 

Т.к. СМ – медиана, то 
→→

⋅= MKCM 2 , но 
→→→

=+ OMCMOC   , 
→→→

=+ OKMKOM , значит, 

=−⋅=−
→→→→

)(2 OMOKOCOM  
→→

⋅−⋅= OMOK 22 , 
→→→

+⋅=⋅ OCOKOM 23 , откуда 
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3
  

3

)(
2
12

3
)(2

→→→
→→→

→→
→ ++

=
++⋅

=
+⋅

=
OCOBOAOCOBOAOCOKOM ; т.е. 

→→→→
++=⋅ OCOBOAOM   3 , откуда 

→→→→
−−⋅= OCOBOMOA 3 . 

Ответ: 
→→→→

−−⋅= OCOBOMOA  3 . 

370.  
DN ⊥ пл. АВС, АМ ⊥ пл. BCD. 

Т.к. тетраэдр правильный, то 
BD=DC=BC=AB=AC=AD, или 

cba
rrr

== . 

Продлим AN до пересечения 
с ВС в точке Е и проведем DЕ. 

AЕ ⊥ BC, DЕ ⊥ BC, точки N и 
М − центры граней тетраэдра, 
тогда они являются точками пе-
ресечения медиан. 

Значит, )(
2
1 cbaDN

rrr
++=

→
, и 

)(
3
1 →→→→

++= ACADABAM . 

bABa
rr

=+
→

, abAB
rr

−=
→

, cACa
rr

=+
→

, acAC
rr

−=
→

, aAD
r

=
→

.  
Следовательно,  

cbacbaaacabAM
rrrrrrrrrrr

3
1

3
1)3(

3
1)(

3
1

++−=++−=−−+−=
→

. 

→→
⋅λ= DNDK . Найдем λ . 

Пусть ребро тетраэдра равно а. 

α⋅
⋅

⋅−
⋅

⋅= cos
4

32
4

32
22

2 aaa , следова-

тельно, cosα=
3
1 , sinα=

3
22 . 

По теореме синусов Ra 2
60sin

=
o

, 

значит, 
3

aNAR == . 
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α= tg
NK
NA , 22

cos
sin

=
α
α

=αtg , 
62

1
3

a
tg

aNK =
α

= . 

Из ∆LND имеем: ND=
6

2
3
2

3
22

2
3sin

2
3 aaaa

==⋅=α⋅ . 

Таким образом, 
62

3
626

2 aaaKNNDDK =−=−= . 

62
3aDK = , 

6
2aND = ; 

4
3

2
6

62
3

=⋅=
a

DN
DK ; DNDK

4
3

= , значит, 
→→

= DNDK
4
3 , 

4
3

=λ . 

Окончательно имеем, что 

cbacbaDK
rrrrrr

4
1

4
1

4
1)(

3
1

4
3

++=++⋅=
→

. 

Следовательно, 
62

aKNKM == , и 
6

2aDNAM == , 

4
1

2
6

62
=⋅=

a
a

AM
KM , AMKM

4
1

= , следовательно 

4
1

=λ , тогда acbcbaKM
rrrrrr

4
1

12
1

12
1)

3
1

3
1(

4
1

−+=++−=
→

, а 

cbaKMMK
rrr

12
1

12
1

4
1

−−=−=
→→

. 

Ответ: а) 
3

cbaDN
rrr

++
=

→
; б) 

4
cbaDK
rrr

++
=

→
; 

в) 
33
cbaAM
rr

r
++−=

→
; г) cbaMK

rrr

12
1

12
1

4
1

−−=
→

. 

371.  
Если точка О − точка пересечения ме-

диан ∆BCD, а точка А − произвольная. 
Точка пространства, то имеет место ра-
венство: 

)   (
3
1 →→→→

++= ADACABAO . 

Докажем, что  

)(
3
1 ADACABAO ++< .  
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Перенесем вектор так, чтобы они имели общее начало – т. О. По-
строим вектора )( cb +  и )( cba ++  

В ∆ОМК имеем: aKM
r

=
→

; 

 
cbacba
rrrrrr

++<++  (1). 

В ∆ОСК имеем: cbcb
rrrr

+<+ ||  || . 
тогда, неравенство (1) еще более усиливается: 

cbacba
rrrrrr

++<++ || . 

Т.е. ADACABADACAB ++<++ , 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++< ADACABAO

3
1 , утверждение доказано. 

372. См. решение в учебнике. 

373. Из отрезков АА1, ВВ1, СС1 выберем наименьший и через эту 
вершину ∆АВС проведем плоскость, параллельную α. Проведем ме-
диану AL в ∆АВС и рассмотрим проекцию AL на построенную плос-
кость. 

 
∆МАК ∼ ∆LAN, значит, 

AL
AN

AM
AK

= ; 
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АК=А1М1, А1L1=AN; 

AL
LA

AM
MA 1111 = , 

AL
LA

AL

MA 1111

3
2

= , значит, 1111 3
2 LAMA = . 

 
Аналогично проведем медиану CN в ∆АВC и точно так же спро-

ектируем ее на плоскость, параллельную пл. α, из подобия тре-

угольников имеем: С1М1= 113
2 NС . 

Построим медиану ВК в ∆АВС, тогда 

111 3
2 KBBM = . 

Значит, в ∆А1В1С1 точка М1 есть точка пересечения медиан этого 
треугольника. 

Если М − произвольная точка пространства, а точка М1 − точка 
пересечения медиан ∆А1В1С1, то имеет место равенство 

)(
3
1

1111
→→→→

++= MCMBMAMM ; 
→→→→→

+=+= 11111 AAMAAMMMMA , 

→→→
+= 11   BBMBMB , 

→→→
+= 11 CCMCMC . 

Тогда, =+++++=
→→→→→→→

)(
3
1

11111 CCMCBBMBAAMAMM  

)(
3
1

111
→→→→→→

+++++= MCMBMACCBBAA . 

Но 0
r

=++
→→→

MCMBMA , поэтому )(
3
1

1111
→→→→

++= CCBBAAMM . 

Т.к. 
→→→→

↑↑↑↑↑↑ 1111 CCBBAAMM  , то можно записать равенство 
на длины векторов: 

)(
3
1

1111
→→→

++= CCBBAAMM . 
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Замечание: Докажем, что 0
r

=++
→→→

MCMBMA . 

 

)(
2
1

1
→→→

+= BCBABB , )(
2
1

1
→→→

+= ACABAA , )(
2
1

1
→→→

+= CACBCC ,  

||
3
2 || 1

→→
= BBMB , ||

3
2 || 1

→→
= AAMA , ||

3
2 || 1

→→
= CCMC . 

=++−=++=++
→→→→→→→→→

)(
3
2)(

3
2

111111 CCAABBCCAABBMCMBMA  

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++++⋅−=

→→→→→→
)()()(

2
1

3
2 CACBACABBCBA  

00
3
1)()()(

3
1 rr

=⋅−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−++−−=

→→→→→→
ACACBCBCABAB . 

Итак: доказано, что 0
r

=++
→→→

MCMBMA . 
Предположим, что ∆АВС так пересекается с плоскостью α, что 

точка пересечения медиан лежит в плоскости α. Следовательно 
ММ1=0, а сумма длин перпендикуляров, проведенных из вершин 
∆АВС к плоскости α, конечно же, не равна 0. 

Тогда, в случае, когда некоторые стороны ∆АВС пересекаются с 
плоскостью α, данное равенство может терять смысл. 
Ответ: в общем случае − нет. 

374. 

 

Т.к. точка М − середина АВ, то )(
2
1 →→→

+= NBNANM . 
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Имеем: 
→→→

+= CANCNA , 
→→→

+= DBNDNB , )(
2
1 →→→→→

+++= DBNDCANCNM , 

но 0
r

=+
→→

NDNC , значит, )(
2
1 →→→

+= DBCANM , или ))((
2
1 →→→

−+−=− BDACMN , 

или )(
2
1 →→→

+= BDACMN , таким образом, 

||
2
1||

2
1||

2
1  ||

→→→→→
+≤+= BDACBDACMN . 

Знак равенства имеет место тогда и только тогда, когда 
→

AC и 
→

BD  сонаправлены. 

375.  
АЕ = ЕМ, KF = FC, BG = GM,  

KH = HD. Точки К и M пересекаются 
по прямой КМ (как общие для 
плоскостей АВМ и DCK). 

FH − средняя линия в ∆DKC,  

FH || DC, DCFH
2
1

= . 

При этом КО=ОМ, где О − точка 
пересечения FH с отрезком КМ. 

GE − средняя линия в ∆АВМ, значит,  

GE || AB , GE= AB
2
1 . 

При этом KO = OM, где О – точка пересечения GE с отрезком KM. 
Т.е. отрезки FH и GE пересека-

ются в точке О. 
∆FAO~∆CAM (по 1-му признаку). 

Следовательно: 
CM
FO

MA
OA

CA
FA

== , 

значит, 

CM
FO

MA
OA

==
2
1 , откуда СМ=2⋅ FO, 

но СМ=MD, следовательно, MD=2FO=2 ⋅ OH, тогда FO=OH. Зна-
чит, О – середина FH. 

Далее, т.к. GE − средняя линия в ∆АВМ и AK = KB, то ОЕ=OG, О 
– середина GE. 

Тогда, EFGH − параллелограмм по признаку параллелограмма.  
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ВОПРОСЫ К ГЛАВЕ IV 

1. а) Да  

б) Нет. Пример:  
в) Да. 
г) Нет. Пример: д) Нет. 

  
Очевидно, что a

r
 и c  сонаправлены. 

е) Да. 

2. Построим отрезки АВ и DC. 
ABCD − параллелограмм, т.к. AD = BC 
и AD || BC. Тогда DO=OB (свойство 
диагоналей параллелограмма). 

Значит, B и D симметричны отно-
сительно т. О. 

3. BCAD =  
а) Векторы AD  и BC  не обязательно 

будут перпендикулярны к прямой а, по-
этому прямая a

r
 может образовывать не-

который угол с плоскостью параллело-
грамма ABCD, а, следовательно, и с 
прямой DB. 

Тогда точки В и D не будут симмет-
ричными относительно прямой а. 

б) Да. 

4. а) Да. Например: 

|| || BDAC = . Плоскость α перпендику-
лярна АС и BD в их серединах. 

 
 
 

StudyPort.ru



 231

б) Да. Например: 
CDAB ≠  

 

5. )( baa
rrr

+λ= ; 

baa
rrr

λ+λ= , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
λ

= 11ab
rr

.  

Следовательно, a
r

 коллинеарен b
r

. 

6. Да. Например: 
пусть a

r
и b
r
коллинеарны и противоположно направлены. 

 
1  || =+ ba

rr ; 
|| || aba

rrr
<+ , |b|ba

rrr
<+  || . 

7. Да, если векторы коллинеарны и сонаправлены, 
например: 

 

8. Рассмотрим возможные случаи: 
а) a

r
и b
r

 коллинеарны и сонаправлены. 
Пусть 3 || =a

r , 1  || =b
r

, тогда 
413 |||| =+=+ ba

rr  и 
2 || =− ba

rr , 4 ≠ 2,  
т.е. равенство |||| || baba

rrrr
+=−  не верно. 
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б) a
r

 и b
r

 коллинеарны и противоположно направлены. 
Пусть 3  || =a

r , 1 || =b
r

. 
413|||| =+=+ ba

rr , 4  || =− ba
rr , 4=4,  

т.е. равенство |||| || baba
rrrr

+=−  верно. 
в)  

 
Параллельным переносом совмещаем векторы. 

 
bac
rrr

−= , bae
rrr

+= . 
Возможен случай, что треугольник будет равнобедренный, и 

|| || || || baebac
rrrrrr

+==−= . Но |||| || baba
rrrr

+=+  верно только для 
случая сонаправленных коллинеарных векторов, однако a

r  и b
r
− 

произвольные. Т.е. равенство || |||| baba
rrrr

−=+  невозможно. 
Ответ: Да, например в случае б). 

9. Да. Например, 

 
положим: 6 || =a

r
; 

2 || =b
r

; 
4 || =− ba

rr ; 
4|||||| =−=− baba

rrrr . 
Векторы a

r
и b

r
обязаны быть коллинеарными и одинаково на-

правлены. 
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10. Пусть a
r  и b

r
коллинеарны. Для них сложение и вычитание 

производится как для обычных чисел, а сумма двух ненулевых чи-
сел не равна их разности. Рассмотрим особый случай, когда угол 
между векторами a

r  и b
r

 – 90°. 

 
||  || baba

rrrr
+=− пo свойству диагоналей прямоугольника.  

Ответ: да. 

11. а) ab
rr

↑↑  и ||  || ab
rr

= ; 
λ=1. 
Проверим: ab

rr
= . По определению равных векторов имеем:  

ab
rr

↑↑  и ||  || ab
rr

= . 
б) ab

rr
↑↓  и ||3 || ab

rr
= ; 

λ=−3. 
Проверим: ab

rr
3−= ; b

r
 и a

r
 − противоположно направлены, 

||3 |3|  || aab
rrr

=−= . 
в) ab

rr
↑↓ и || || akb

rr
= ; 

λ=−k , k < 0. 
Проверим: akb

rr
⋅−= ; )( ka −⋅

r  противоположно направлены, 

|| ||  || akakb
rrr

⋅=−=  
г) На 0. 

Ответ: а) 1; б) −3; в) −k , k > 0 ; г) 0. 

12. CDkAB ⋅= ; 
k=1 (для параллельности АС и 

BD ABCD обязан быть параллело-
граммом; для этого необходимо 

CDAB = , тогда k=1). 
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б) k ≠ 1 и k ≠ 0. Прямые АС и BD не могут скрещиваться, т.к.  
АВ || BD , а две параллельные прямые всегда принадлежат одной 
плоскости. 
Ответ: а) k=1; б) k ≠ 1, при этом k ≠ 0; не могут. 

13. а) b3 ,a2 ,b ,a
rrrr  

Векторы компланарны, если при откладывании их от одной точ-
ки все они принадлежат одной плоскости. 

Вектора a
r  и a2 

r , b
r

 и b3 
r

 компланарны. А так как плоскость 
определяется двумя пересекающимися прямыми однозначно, то все 
эти вектора лежат в одной плоскости. Следовательно, они компла-
нарны. 

б) Да. .Например: 

 
Ответ: а) Да; б) Да. 

14. Т.к. a
r

, b
r

 и c
r

 компланарны, то c
r

=λ a
r

+µ b
r

. 
а) a

r , b
r

2 , 3λ a
r +3µ b

r
 — компланарны, т.к. умножение вектора на 

число не влияет на свойство компланарности. 
б) ba

rr
+ , a

r
+2λ a

r
+2µ b

r
, b

r
2 − 2λ a

r  − 3µ b
r

 — компланарны. 
Ответ: а) да; б) да. 

15. 

 
Ответ: нет. 
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ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ IV 
376.  

а) Боковые стороны и основания 
параллелепипеда параллельны. Зна-
чит, вектора MQ , 11QM , 11PN , NP   

б) 11QPPQ = ; 

1111111 NQQPNPNPQP =+=+ . 

Таким образом, 11 NQNPPQ =+ . 

в) 1111111 QPPQQQQQPQ =+=+ . 

377.  
а) BDBFBA =+  т.к. векторы AB , BF  и FD  принадлежат одной 

плоскости, их длины равны, а ABFD − параллелограмм. 
Откуда: DBFBAB −=−− , или DBFBAB =+ . 
б) ACFE − параллелограмм.  

CECFCA =+ , ECCFAC −=+− , ECCFAC =− . 
в) AFADAB =+ , 

AFAEAC =+  
Сложим равенства и получим: 

AFAEADACAB ⋅=+++ 2 . 

378.  
Пусть c

r
= )( ba

rv
−+ . Докажем, что cba

rrr
=− . По определению раз-

ности векторов, нужно показать, что abc
rrr

=+ .  
aabbabbabc
rrrrrrrrrrr

=+=+−+=+−+=+ 0))(())(( , значит, abc
rrr

=+ .  
Что и требовалось доказать. 

379.  
а) =++ DCBDAB  

ACDCAD =+= . 
б) ++=+++ )( BCABDABCCDAD  

0)( =+=++ CAACDACD . 

Ответ: а) AC ; б) AB ; в) 0
r

. 
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380.  
а) +=+++ ABCDDDCBAB 111  

=+++ )( 111 DDCDCB  

++=++= BCABCDCBAB 111

111 ADCDACCD =+=+ . 

б) ++=+++++ )( 11111111 CBCBAABCCBDDABCB  

++=+++=++++ )()( 111111 CCACAADDACCCAADDBCAB  

1111111 0 ACACAAAAACAADD =+=+−=++
r

. 

в) =+++=++++ DADCCBBCDADCCBACBA  
DBDADC =++= 0

r
. 

Ответ: а) 1AD ; б) 1AC ; в) DB . 

381. 

OCBCOB
ACOCOA
ABOBOA

OCOPOC
OBOPOB
OAOPOA

=+
=+−
=+−

=+
=+
=+

1

1

1

; 

1111

1111

1111

1111

1111

CAOAOC
BAOAOB

OCCBOB
OCCAOA
OBBAOA

=−
=−

=+
=+
=+

. 

 
Сложим равенства: 

ABOAOBOP

ABOBOA
OAOPOA

+=+

=+−

=+

1

1

, получим: 

ABOAOB += 11 , откуда ABBA =11 . 

Т.к. 11BAAB = , то ||  || 11BAAB = . 
Сложим равенства: 

1

1

OAACOPOC

OAOPOA
ACOCOA

+=+

=+
=+−

, получим: 
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11 OAACOC += , откуда ACCA =11 . 

Т.к. 11CAAC = , то ||  || 11CAAC = . 

Т.к. 11BAAB = , то 11|| BAAB , а, т.к. 11|| CAAC , то 11|| CAAC . 
тогда, ∠ВАС=∠В1А1С1 как углы с соответственно параллельны-

ми и сонаправленными сторонами. 
Значит, ∆ВАС=∆В1А1С1 по двум сторонам и углу между ними. 
Докажем, что ВС || В1С1 . 
Имеем:  

ACBCAB =+ , 

111111 CACBBA =+ . 

Т.к. 11BAAB =  и 11CAAC = , то и 11CBBC = , следовательно,  
ВС || В1С1. 

382.  
bka
rr
⋅= , 0

rr
≠b . 

а) a
r
и b
r

 коллинеарны при всех значениях k ; 
б) ba

rr
↑↑  при k ≥ 0; 

в) ba
rr

↑↑  при k < 0; 
г) ba

rr
−=  при k=−1. 

383.  
а) Предположим, что a

r  и b
r

 коллинеарны, то есть ab
rr
⋅λ= . 

Значит, )1( λ+=λ+=+ kaakabka
rrrrr , и )1( λ+=λ+=+ laalabla

rrrrr . 
Получили, что векторы (1+kλ) a

r
 и (1+lλ) a

r
 коллинеарны, т.е. и 

соответствующие им векторы bka
rr

+  и bla
rr

+  тоже коллинеарны, 
что противоречит условию задачи. 

Значит, a
r
и b
r

 не коллинеарны. 
б) Пусть векторы bka

rr
1+  и bla

rr
1+  коллинеарны, значит, 

)( 11 blabka
rrrr

+λ=+ , 

)()1( 11 klba −λ=λ−
rr , a

kl
b

rr
⋅

−λ
λ−

=
11

1 . 

Пусть µ=
11

1
kl −λ
λ− , значит, ab

rr
⋅µ= . 

Тогда )1( µ+=µ+=+ kaakabka
rrrrr , 
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)1( µ+=µ+=+ laalabla
rrrrr , то есть векторы ak

r
)1( µ+  и al

r
)1( µ+ − 

коллинеарны, и соответствующие им векторы bka
rr

+  и bla
rr

+ − кол-
линеарны. Что противоречит условию задачи. 

Значит, векторы bka
rr

+ и bla
rr

+ не коллинеарны. 

384.  

11 OACAOC =+ ,  

OBBAOA =+ 11 , 

CBBACA
2
1

11 == , значит, 

OBOAOAOC −=− 11 , откуда 

12 OAOBOC ⋅=+ . 
 

Запишем аналогичные равенства для других боковых граней. 

12 OBOAOC ⋅=+  и 12 OCOAOB ⋅=+ . 
Складывая эти три равенства, получим: 

)(2)(2 111 OCOBOAOBOAOC ++=++ , следовательно, 

OCOBOAOCOBOA ++=++ 111 . 

385.  
Для произвольного ∆PQR. 

PRPQPS +=⋅2 . 
Для каждой грани пирами-

ды OABCD запишем равенст-
во: 

 
OAODOK +=⋅2 , 
OCODOT +=⋅2 , 
OBOCOL +=⋅2 , 

OBOAON ++⋅2 . 
Сложив их, будем иметь: 

=+++ )(2 ONOLOTOK

)(2 ODOCOBOA +++=  

или ODOCOBOAONOLOTOK +++=+++ . 
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Для ∆OKL имеем OLOKOM +=⋅2 . 
Для ∆OMN имеем ONOTOM +=⋅2 . 
Получим OMOMOMONOLOMOK 422 =+=+++ .  

Значит, )(
4
1 ODOCOBOAOM +++= . 

386.  
Для ∆АОС: OCOAOM +=⋅2 ; для ∆DOC: OBODOM +=⋅2 . 

Сложим равенства, получим: 

 

ODOCOBOAOM +++=⋅4 , )(
4
1 ODOCOBOAOM +++= . 

Достроим ∆DOB до параллелограмма: 

 
OMOP ⋅= 2 . В ∆DOP имеем DPODOP +<  

или OBODOP +< , OBODOM +<⋅2 , 
||||  ||2 OBODOM +<⋅ . 

Достроим ∆АОС до параллелограмма: 
OP=2 ⋅ OM , OP < OC, или 2 ⋅ ОМ < ОА+ОС, 

||||  ||2 OCOAOM +< . 
Сложим неравенства: 
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OCOAOM
OBODOM

+<⋅
+<⋅

2
2 , получим: 

ODOCOBOAOM +++<⋅4 , 

окончательно имеем: )(
4
1 ODOCOBOAOM +++< . 

387. 

 
OMONMNONMNOM −==+     , , 

OPMNONOPNPON =+=+ 2     , , 

OPOMONOPOMONON =−=−+ 23    ,)(2 . 

 
PM = MN, 

)(
2
1 ONOPOM += , ONOPOM +=⋅2 , ONOMOP −⋅= 2 . 

 
ONMNOM =+ , OPNPON =+ , 

MNkMP ⋅= . Пусть MNNP ⋅λ= , значит, 
kMNMNMNMNNPMN ⋅=λ+=⋅λ+=+ )1( , откуда 

1+λ=k, λ=k − 1. 
Получили ))(1()1( OMONkMNkNP −−=⋅−= , 

OPOMONkON =−−+ ))(1( ; 
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OMkONkOMONOMkONkONOP ⋅−+⋅=+−⋅−⋅+= )1( . 

Ответ: а) OMONOP ⋅−⋅= 23 ; б) ONOMOP −⋅= 2 ; 
в) OMkONkOP ⋅−+⋅= )1( . 

388.  
а) Вектор 0

r
 компланарен любому вектору; точки начала двух 

других векторов совмещаются параллельным переносом, потому 
что через две пересекающиеся прямые проходит единственная 
плоскость. 

б) Два коллинеарных вектора расположены или на параллельных 
прямых, или на одной прямой. Т.к. через две параллельных прямые 
проходит единственная плоскость, параллельным переносом пря-
мые можно совместить. Начало третьего вектора можно параллель-
ным переносом совместить с любой точкой прямой, на которой ле-
жат два коллинеарных вектора. Через две пересекающиеся прямые 
проходит ровно одна плоскость, значит, три вектора компланарны. 

389.  
Пусть xBA

r
=11 , yBA =33 , 

zBA =22 , тогда 

yAABBx
rr

+=+ 3131 ,(1) 

zAABBy
rr

+=+ 2323 .(2) 

Из условия, 3121 AAkAA ⋅= , 

3121 BBkBB ⋅= ; 

31212331 AAkAAAAAA ⋅==+ , откуда )1(3123 −= kAAAA . 

31212331 BBkBBBBBB ⋅==+ , значит, 3123 )1( BBkBB ⋅−= . 
Подставим эти выражения в (1) и (2). 

yAABBx
rr

+=+ 3131 ,(3) 

zkAABBky
rr

+−=−+ )1()1( 3131 . (4) 

Из (3) получим xyAABB
rr

−=− 3131 . 
Преобразуем равенство (4) 

zAAkAABBBBky
rr

+−⋅=−⋅+ 31313131 , 

zAABBAABBky
rr

+−=−+ )()( 31313131 , 
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zxyxyky
rrrrrr

+−=−⋅+ )( , 
zxxkyk
rrrr

+−=− , 
0)1( =+−− zykkx

rrr , или xkykkxykz
rrrrr

)1()1( −+=−−= , следова-
тельно  

x
r

, y
r

, zr  компланарны. Тогда в пространстве всегда найдется 
плоскость, параллельная плоскости, содержащей эти три вектора. 

390.  
Дан прямоугольный параллелепипед ABCDA1B1C1D1, в котором 

АВ=AD=а, АА1=2а. В вершинах В1 и D1 помещены заряды q, а в вер-
шине А − заряд 2q.  

 
а) =⋅

⋅
+⋅

⋅
+⋅

⋅
= 113

11
113

11
13

1
1

2)( AD
AD
qkAB

AB
qkAA

AA
qkAE  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=++

⋅
= 11111311311313 4

1
8

2 ADABAA
a
kqAD

a
kqAB

a
kqAA

a
qk . 

Пусть dAA
r

=14
1 , 

2
2

4
1 || aad =⋅=

r
. 

1111111111111111 )( ACCADABADABAADAB =−=+−=−−=+ , 

2 || 22
11 aaaAC =+=  (по т. Пифагора). 

 
Пусть 11ACe =

r , следовательно, 

fde
rrr

=+  и cd⊥ . 

2
3

4
9

4
2|||| ||

22
222 aaaadef ==+=+=

rrr
, 
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231 2
3

2
3 |)(|

a
kqa

a
kqAE =⋅= . 

б) =⋅+⋅+⋅
⋅

= CB
CB

kqCD
CD

kqAC
AC

qkCE 13
1

13
1

3
2)(  

=
⋅

+
⋅

+
⋅

⋅
= CB

a
kqCD

a
kqAC

a
qk

13133 555522
2  

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ +
+=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ +
+=

552552
1111

3
11

3
BADACA

a
kqCDCBAC

a
kq . 

52 22
11 aaaBADA =+== ; 

ABND − ромб. 
NADABA 111 =+ . 

По теореме косинусов из ∆BA1D 
имеем:  

−+= 222 )5()5()2( aaa  

α⋅⋅⋅− cos552 aa ; 
α−= cos10102 222 aaa ,  

8cos10 =α ; cosα=
5
4 . 

Из ∆A1BN по теореме косинусов 
имеем: 

−+= 222
1 )5()5(|| aaNA  

=α−⋅⋅⋅− )180cos(552 oaa  

+=α⋅+= 222 10cos1010 aaa  
22 18

5
410 aa =⋅+ , 

aNA 23 || 1 = . 

Пусть 
5555

111 NABADA
e =

+
=

r , значит,  

55
23

55
||

 || 1 aNA
e ⋅

==
r . 

Пусть 
2

11CA
d =
r

, значит,  
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aaCA
d ===

2
2

2
||

 || 11
r

. 

 
Найдем угол между векторами 11CA и NA1  − угол β. 

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅=β 2

2

1
4

2
1

2
cos aa

OA
a

2
34

2
2

2 aaa
=+= ;  

3
1

3
2

2
cos =⋅=β

a
a . 

 
Найдем || ed

rr
+ . 

edHA
rr

+=1 ; 

−+= 222
1 |||||| edHA

rr
=β−⋅ )180cos(||||2 orr

ed  

=⋅
⋅⋅

+⋅+=
3
1

55
232

125
18 2

22 aaa =+
55

22
125

143 22 aa  

22
2

2

125
1010143

)55(
5522

125
143 aaa +

=
⋅

+= . 
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Окончательно имеем: 

55
10101431010143

55
 |)(|

23
+

⋅=+⋅=
a
kqa

a
kqCE

r
. 

 
в) =⋅

⋅
+⋅+⋅= 13

1
113

11
113

11
1

2)( AO
AO

qkOB
OB

kqOD
OD

kqOE
r

 

1311113

2
3

2)(

2

AO
a

qkOBOD
a

kq

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⋅
++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= . 

Т.к. 1111 OBOD −= , то 131 22
27

2)( AO
a

qkOE ⋅⋅
⋅

=
r

, 

kq
a

a
a
kqOE ⋅=⋅=

331
9

4
2

3
27

24 |)(|
r

. 

г) +⋅= OD
OD

kqOE 13
1

)(
r

 

AO
AO

kqOB
OB

kq
⋅+⋅+

313
1

2 ; 

22
2

2
1 aaACAO === ,  

2
3

11
aOBOD == , 

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅

++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= AO

a
qkOBOD

a

kqOE

2

2)(

2
3

)( 113

r
 

=++
⋅

= AO
a

kqOBOD
a

kq
3113
24)(

27
22  
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++⋅= AOOBOD

a
kq 24)(

27
22

113 . 

 
Найдем сумму OBOD 11 + . 
Параллельно перенесем В1О так, чтобы т. В1 совпала с т. D1. По-

лучим вектор ED1 . 

NDEDODODOB 11111 =+=+ . 
Из ∆OD1E по теореме косинусов имеем: 

α⋅⋅−⋅= cos
2

92
2

922
22

2 aaa , 

7cos9 =α , 
9
7cos =α . 

Из ∆D1EN по теореме косинусов получим: 

=⋅+=α−⋅−⋅=
9
799)180cos(

2
92

2
92|| 22

22
2

1 aaaaND o  

222 1679 aaa =+= , aND 4 || 1 = . 
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Пусть NDOBODd 111 27
22)(

27
22

=+=
r

, тогда  

27
284

27
22 || aad =⋅=

r
. Пусть eAO

r
=⋅ 24 , тогда 

aae 4
2

24 || =⋅=
r . 

Найдем || ed
rr

+ . 

=+=+=+=+
729

12816)
27

28()4(||||||
2

222222 aaaadede
rrrr  

222

729
73716

729
11792

729
12811664 aaa ⋅

==
+

= . 

Окончательно имеем: 
27
7374

729
73716 || 2 aade =
⋅

=+
rr , 

kq
a

a
a
kqOE ⋅=⋅=

23 27
7374

729
7374 |)(|

r
. 

Ответ: а) kq
a

⋅22
3 ; б) kq

a
⋅

+
255

1010143 ; в) kq
a29
4 ; г) kq

a
⋅227

7374 . 

391.  

 

Проведем 1AB . KB = KB1, следовательно, имеем равенство: 

)(
2
1

1ABaAK +=
r . Достроим ∆ACD до параллелограмма; сложив AC и 

AD по правилу параллелограмма, получим, что их сумма cb
rr

+ равна 
диагонали параллелограмма, выходящей из вершины А. Но эта диаго-

наль равна 12 AB⋅ . Значит, 12 ABcb ⋅=+
rr

, 
21

cbAB
rr

+
= . 
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Таким образом, cbacbaAK
rrrrrr

4
1

4
1

2
1)(

2
1

2
1

2
1

++=+⋅+= . 

Ответ: cbaAK
rrr

4
1

4
1

2
1

++= . 

392.  

 
++=+= )(11 ADABCCACAC rqpCC

rrr
++=1 , 

−−=++= BCAACDCBCA 11 =+−−=+ 11 AAABADAADC  

rqpAAABAD
rrr

+−−=++−= 1)( ; 

=+−+−=++=+= )()(111 BCABrBCBABBBDBBDB
r  

qpr
rrr

+−−= ; 

qprDBDB
rrr

−+=−= 11 ; 

rpqrBABCDDBDBD
rrrr

+−=++=+= 11 . 

Ответ: rqpAC
rr

++=1 , rqpCA
rrr

+−−=1 ; rpqBD
rrr

+−=1 ; 

qprDB
rrr

−+=1 . 

393.  

 

а) =++= CKBCABAK 12
1 AAADAB ++ . 
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б) 11111 BCADDBAB ==+ , откуда 1111 BCABDB −=− . 

11111 CDDBCBDA =+= ,  

значит, 1111111 BCABCDDBCDCB −+=−= . 

Ответ: а) 12
1 AAADABAK ++= ; б) 1111 CDBCABDA +−= . 

394.  

 

=+=+ ABAADCDD 11 1DC , 12
1 DCDM = , значит 

=+= DMADAM ABAAAD
2
1

2
1

1 ++= . 

Ответ: ADABAAAM ++=
2
1

2
1

1 . 

395.  
Пусть О − точка пересечения медиан ∆АВС и ∆А1В1С1, xAA

r
=1 , 

yBB
r

=1 , zCC
r

=1 . 
Пусть S − произвольная точка пространства, тогда 

)(
3
1 SCSBSASO ++= . 

Тогда имеем: 

)(
3
1

111 BCACzOC ++−=
r , 

)(
3
1

111 ABCByOB ++−=
r . 

)(
3
1

111 CABAxOA ++−=
r . 
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Сложим эти равенства, получим: 

++−++−=++ ACzCABAxOCOBOA 111111 (
3
1 rr  

)111 ABCByBC ++−+
r . (1). 

Докажем, что 0111
r

=++ OCOBOA . 

 

)(
2
1

11111 BACAQA += , 

)(
2
1

11111 BCACRC += , 

)(
2
1

11111 CBABPB += ; 

||
3
2 || 11 QAOA = , ||

3
2 || 11 RCOC = , ||

3
2 || 11 PBOB = ; 

=++−=++=++ )(
3
2)(

3
2

111111111 RCPBQARCPBQAOCOBOA  

=+++++−= ))(
2
1)(

2
1)(

2
1(

3
2

111111111111 BCACCBABBACA  

0)(
3
1

111111111111
r

=+++++−= BCACCBABBACA . 

Используя равенство (1), имеем: 

)(
3
10 111111 ABCByBCACzCABAx ++−++−++−=

rrrr
, 

ABxBA +−=
r

1 ; CAzAC +−=
r

1 ; ACxCA +−=
r

1 ; 
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CBzBC +−=
r

1 ; BCyCB +−=
r

1 ; BAyAB +−=
r

1 . 

+−++−+−+−++−+−= )()()()(0 zCAzzACxABxx
rrrrrrr

 

BAyBCyyCB +−++−+−+ )()(
rrr , 

BABCyCBCAzACABx ++−++−++−=
rrrr

3330 ; 

)()()(3330 BCCBCAACBAABzyx ++++++−−−=
rrrr

, 

03330
rrrrr

+−−−= zyx , 

0
rrrr

=++ zyx , yxz
rrr
⋅−⋅−= 11  

Значит, векторы x
r

, y
r

 и zr компланарны, значит, в пространстве 
существует плоскость, параллельная той, в которой лежат три данных 
вектора. 

396.  

 

cBCb
rr

=+ , bcBC
rr

−= , 
dCDc
rr

=+ , cdCD
rr

−= , 
bDBd
rr

=+ , dbDB
rr

−= ; 

+−=+= dbDCDBDM
rr

(
2
1)(

2
1 dcbdc

rrrrr
−+=−+

2
1

2
1) . 

Ответ: bcBC
rr

−= , 
cdCD
rr

−= , 
dbDB
rr

−= , 

dcbDM
rrr

−+=
2
1

2
1 . 
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397.  
Построим медианы АЕ и СЕ. 

ACECAE =+ , 
MEAE ⋅= 3 , ENEC ⋅= 3 ,  

MNENME =+ , 
=⋅+⋅=+ ENMEECAE 33  

MNENME ⋅=+⋅= 3)(3 . 

Т.е. ACMN =⋅3 , значит, MN  и AC − коллинеарны, то есть па-
раллельны, MN || AC. 

3
1

=
AC
MN . 

Ответ: 
3
1 . 

398.  
Пусть точки О1, О, О2 − точки пересе-

чения медиан соответствующих тре-
угольников. 

Если медианы в ∆PQR пересекаются в 
точке О, а S − произвольная точка про-

странства, значит, )(
3
1 SRSQSPSO ++= . 

Перепишем это равенство для данной 
задачи. 

Пусть т. О − точка пространства, то 
относительно ∆А1В1С1 имеем: 

)(
3
1

1111 OCOBOAOO ++= , а по отношению к ∆А2В2С2 получим: 

)(
3
1

2222 OCOBOAOO ++= . Тогда 

))()()((
3
1

21212121 OCOCOBOBOAOAOOOO +++++=+ . 

Теперь воспользуемся тем, что если точка М − середина отрезка 

АВ, то для всякой точки О имеем )(
2
1 OBOAOM += .  

Значит, OAOAOA ⋅=+ 221 , OBOBOB ⋅=+ 221 , 
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OCOCOC ⋅=+ 221 , тогда 00
3
2)(

3
2

21
rr

=⋅=++=+ OCOBOAOOOO  

(см. доказательство в решении задачи 395). 
Итак, 021

r
=+OOOO , что доказывает коллинеарность 1OO и 

2OO , а наличие у них общей т. О доказывает, что все три точки О, 
О1, О2 лежат на одной прямой. 

399.  
Пусть медианы боковых граней пересекаются в точках М, N, K. 

Построим медианы АР, AQ, AR и средние линии ∆АВС: PQ, PR, QR. 

Тогда имеем: 

ARQRAQ =+ , AQARQR −= , AQAM
3
2

= , ARAK
3
2

= , 

APAN
3
2

= , QRAQARMKAQ
3
2)(

3
2

3
2

=−=+ , тогда, MK  и QR  

коллинеарны, то есть MК || QR || BC. 
Далее, APQPAQ =+ ,  

AQAPQP −= , 

ANMNAM =+ , или 

APMNAQ
3
2

3
2

=+ , 

QPAQAPMN
3
2)(

3
2

=−= , зна-

чит, MN и QP  коллинеарны, 
то есть MN || QP || DC. 

Аналогично получим, что MK || PR || BD. 
Итак, ∆MKN ∼ ∆QPR. 

 
∆PQR ~ ∆DCB, а т.к. ∆NMK ~ ∆PQR, то ∆NMK ~ ∆DCB. 
Что и требовалось доказать. 
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